Funcoes Vetoriais

1. Funcoes vetoriais e curvas espaciais

Definigao: Uma fungao vetorial, ou fungao a valores vetoriais, é uma fungao
cujo dominio é um conjunto de nimeros reais e cuja imagem é um conjunto de

vetores. R
F:ACR—R", neN

t— (F1(t), ..., Fn(t))

Fy, ..., F, sao funcoes a valores reais (F; : A — R), chamadas de fungoes
componentes de F.
Para n = 3, é comum escrever:

F(t) = (Fy(1), Fa(t). Fi(t)) = Fi(0)i + Fa(t)] + Fa(t)k
ou ainda
Exemplo: Se
Ft) = (t3,1n(3 — 1), \/i)
entao as fungdes componentes sao:
Fi(t) =13, F(t)=In(3—t), Fs(t)=+t

O dominio de F é constituido por todos os valores de t para os quais a
expressao F'(t) esta definida, isto ¢, quando:

3—t>0 e t>0
——— N~
condigao do In condicio da v/

Portanto, o dominio de F ¢ o intervalo [0, 3).

Limites e Continuidade
Definigao:
1. Se F(t) = (Fy(t), F5(t), ..., F,(t)), entdo:

lim F(t) = (lim Fy(8), lim Fy(t).., lim F (1))
desde que os limites das func¢oes componentes existam.

2. Uma fungdo vetorial F' é continua em a se:

lim F(t) = F(a).

t—a

Observagoes:



1. Os limites de fungbes vetoriais obedecem as mesmas regras que os limites
de funcgoes reais.

2. Em vista da Definicao 1, temos que F' é continua em a se, e somente se,
suas fun¢des componentes sdo continuas em a.

Exemplo: Seja F(t) = (1+1¢%) i+te ]+ %”E Determine %ir% F(t).
—

. - - t] -
lim (1) = [1im (14 %) | 7+ [lim te™] J + [lim - } i
t—0 t—0 t—0 t—0 ¢

Curvas no Espaco

Suponha que f,g e h sejam funcOes reais continuas em um intervalo I. O
conjunto C' de todos os pontos (z,y, z) € R? onde

z=f(t), y=g(t), z=h(t), tel ()

é chamado de curva espacial. As equagoes em (*) sdo denominadas equagoes
paramétricas de C e t é conhecido como o parametro.

Uma curva espacial, como a descrita acima, também pode ser definida como
uma funcao vetorial:

F:I—R
t— F(t) = (f(t), g(t), h(t))

Obs: Curvas planas também podem ser representadas usando notagao vetorial
(em R?).
Exemplos:

1) Descreva a curva definida pela funcdo vetorial:
F(t) = (1+1t,245t,—1 + 6t).
Solugao:
Temos
(1+t,2+5t,—1+6t) =(1,2,—1)+¢(1,5,6), teR

que é a equagdo de uma reta passando pelo ponto (1,2, —1) e paralela ao
vetor (1,5, 6).

2) Esboce a curva cuja equagio vetorial é dada por
F(t) = (cost,sent,t).

Solugao:



As equagbes paramétricas para essa curva sdo:

T =cost, y=sent, z==t.

Uma vez que
x2—|—y2 = cos’t +sen’t = 1, VteR,

a curva deve situar-se no cilindro circular 2% + ¢ = 1. O ponto (z,y, 2)
estd diretamente acima do ponto (z,y,0), que se move no sentido anti-
horério em torno da circunferéncia 22 + 32 = 1 no plano zy.

Como z = t, a curva sobe (gira para cima) ao redor do cilindro quando ¢
aumenta. Essa curva é chamada de hélice.

3) Determine uma equacdo vetorial que represente a curva C' obtida pela
interseccdo do cilindro 22 + 4% =1 com o plano y + z = 2.

A projecio de C no plano zy é o circulo z? + 4% = 1,z = 0. Entdo,
podemos escrever

r=cost, y=sent, 0<t<2m
Da equagao do plano, temos
z=2—y=2—sent.
Logo, podemos escrever as equagoes paramétricas de C' como
r =cost, y=sent, z=2-—sent, 0<t<2m.
A equacao vetorial correspondente é
F(t) = (cost,sent,2 —sent), 0<t<2r.

Essa equagao é chamada de parametrizagao da curva C.



2. Derivadas e Integrais de Fungoes Vetoriais

Derivadas

Definigao: Seja F:A—R" uma funcao vetorial. A derivada de F ¢ dada
por:
- F F —F
F(t) = ar F(t+h) - F(t)
dt h—0

se o limite existir.

Se o ponto P (em R3) tem posicio F(ty), o vetor F'(ty) é chamado de
vetor tangente & curva definida por F no ponto P, desde que F' (to) exista e
7(ty) # 0. A reta tangente & curva em P ¢é definida como a reta que passa
por P e é paralela ao vetor F‘”(to). Além disso, o vetor tangente unitario é
dado por

Teorema: Se F(t) = (Fi(t), Fy(t), ..., F,(t)), onde as F; sio funces diferen-
cidveis para i =1,...,n, entao

F'(t) = (F{(1), F3(1), ..., Fy (1)
Exemplos:
1) a) Determine a derivada de F(t) = (1+ 3, te" sen(2t)).
b) Encontre o vetor tangente unitério no ponto onde t = 0.
Solugao:

a) Temos:

o (1+13) =3¢

o (te) =1-et4t-(—et)=(1—t)e "

e (sen(2t)) = 2cos(2t)

Logo,
= (3t*,(1 —t)e ", 2 cos(2t))

b) Em ¢ = 0, temos F(0) = (1,0,0) e F/(0) = (0,1,2). Assim, o vetor
tangente unitario no ponto (1,0,0) é:

F(0) 0,1,2) _ (0,1,2) _ (0 1 2 )

T = [Fo] Ve v "

2) Determine as equagbes paramétricas para a reta tangente a hélice com
equagoes paramétricas

r=2cost, y=sent, z=t



no ponto (O, 1, g)
Solugao:
A equacgdo vetorial da hélice é

F(t) = (2cost,sent,t)

de modo que

F'(t) = (—2sent,cost, 1)
O valor do parametro correspondente ao ponto (0, , g) ét=
tangente nesse ponto é F'(7/2) = (—2,0,1).

A equacao da reta tangente & curva em (O7 1, g) é:

(z,y,2) = F(x/2) + A F'(x/2)
= (0, 1, 7r/2) + )\(—270, 1)

0
—(=2r,1, % 0
(2215
ou seja, suas equagoes paramétricas sao

r=-2\, y=1, z:ng/\

Teorema (Regras de Derivagao): Sejam F e G fungoes vetoriais diferencia-
veis, ¢ um escalar e f uma funcao real diferencidvel. Entao:

1.

6.

—

(t) + G(t)] = F'(t) + &'(t)

N,

[F(t)-G(t)] = F'(t) - G(t) + F(t) - G'(t) (Produto escalar)

[F(t) x G(t)] = F'(t) x G(t) + F(t) x G'(t) (Produto vetorial)

= f/(t)F'(f(t)) (Regra da Cadeia)
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Exemplo: Mostre que, se ||F(t)|| = ¢ (uma constante), entdo F’(t) é ortogonal
a F(t) para todo t.

Solugao:

Para isso, vamos mostrar que

F'(t)- F(t) = 0.



Uma vez que . B =
F(t)-F(t) = |F®)]* = ¢

derivando de ambos os lados, temos

Geometricamente (em R3): se a curva estd sobre uma esfera com centro na
origem e raio ¢, entdo o vetor tangente F’(t) é sempre perpendicular ao vetor
posicao F(t).

Integrais

Teorema: Seja F(t) = (Fy(t), Fa(t), ..., Fy(t)), entdo

/abﬁ(t)dt: (/b Fl(t)du/ab Fg(t)dt,...,/abFn(t)dt>

Além disso, se G ¢ uma primitiva de F (isto ¢, G'(t) = F(t)), teremos

— —

/ " Ftyat = (G = G(b) - Gla)

Observagao: o mesmo vale para integrais indefinidas.
Exemplo: Se F(t) = (2cost,sent,2t), entdo

/F(t)dt = (/ZCostdt,/sentdt,/Qtdt> = (QSent,—cost,tQ) +C

onde €' é um vetor constante de integracao (6 = (c1, ca, 03)), e

/2

/2
/ F(t)dt = [(2sent, — cost, t?) ]
0

= (2sen(m/2) — 2sen(0), — cos(m/2) — (— cos(0)), (7/2)? — 0?)

,”2
=(21,~
(20.7)

3. Comprimento de Curva/Arco

J4 vimos o comprimento de arco em R? no capitulo anterior. Aqui, vamos
generalizar para R™.

Definigao: Seja I um intervalo em R. Uma curva v em R”, definida em I, é
uma funcao v: I — R™.



Definigao: Seja v : [a,b] — R™ uma curva com derivada continua em [a, b], per-
corrida exatamente uma vez & medida que t cresce. Definimos o comprimento
L(v) da curva v por

b
L(y) = / I/ ()l dt.

Exemplo: Calcule o comprimento do arco da hélice circular de equagédo v(t) =
(cost,sent,t) do ponto (1,0,0) até o ponto (1,0, 27).
Solugao:
Temos
7' (t) = (—sent,cost, 1)

[V ()] = /(= sent)? + (cost)2 + 12 = /sen?t + cos?t + 1 =1+ 1 =+2

O arco do ponto (1,0,0) a (1,0, 27) é descrito quando o parimetro ¢ percorre
o intervalo 0 < ¢ < 27. Logo,

Loy = [ In@di= [ Vi = (vt =27

Observagao: Uma mesma curva pode ter mais de uma parametrizacao,
porém o comprimento nao muda, independentemente da parametrizagao que é
usada.



