Funcoes de Varias Variaveis Reais a Valores Reais

5. Regra da Cadeia

— Lembre-se: Em Calculo 1, vimos a Regra da Cadeia para derivar uma funcao
composta. Se y = f(x) e x = g(t), entdo

dy _dy do

dt — dx dt’

Para fun¢oes de varias variaveis, veremos vérias versoes da Regra da Cadeia.

¢ Regra da Cadeia (Caso 1): Suponha que z = f(z,y) seja uma funcdo
diferenciavel de x e y, onde x = g(t) e y = h(t) sdo fun¢oes diferenciaveis
de t. Entao z é uma funcao diferenciavel de t e

dz 0f dx af'dig;

dt 8z dt ' oy dt
de 0z dv 0z dy
Nar T or dt Toy

Exemplos:

1) Se z = 2%y + 3zy*, onde z = sen(2t) e y = cost, determine % quando
t=0.
Solugao:
Pela Regra da Cadeia,

de_ 0z dv 0z dy
dt Oz dt Oy dt
= (2zy + 3y*) (2cos(2t)) + (2* + 12zy*) (—sent)
Quando t = 0, temos
r=sen0=0 e y=cos0=1.
Logo,

dz

—| = (2:0:143:1%) - (2c050) + (0% +12:0-1%) (~sen0) = 6

t=0

. dz . <
Interpretacgao: y é a taxa de variacao de z com relacdo a t quando

o ponto (z,y) se move ao longo da curva C' com equagOes paramétricas
x = sen(2t),y = cost.



2)

3)

Seja z = f(e %, u?), onde f(x,y) é uma func¢do diferenciavel. Expresse

T em termos das derivadas parciais de f.
U

Solugao:

Temos z = f(x,y), onde z = e~ e y = u?. Pela Regra da Cadeia,

d: _of dv ofdy
du  Or du Oydu
& o os
onde r =e % ey=uZ

A pressao P (em kPa), o volume V (em L) e a temperatura T' (em K)
de um mol de um gas ideal relacionam-se pela equacao PV = 8,31 -T.
Determine a taxa de variagao da pressao quando a temperatura é 300 K
e estd aumentando a uma taxa de 0,1 K/s e o volume é 100 L e esta
aumentando a uma taxa de 0,2 L/s.

Solugao:

Em um dado instante, temos:

T=300, — =0,1, V=100, — =0,2

Como

pela Regra da Cadeia,

dp._ 9P dI" OP dV _ 831 dI' 831T dV

G Ty e T v @ ve @

8,31 8,31 - 300
= — 20 (0,2) = —0,04155
100 (01 o0z (0:2) ’

Logo, a pressdo esta decrescendo a uma taxa de 0,04155 kPa/s.

Regra da Cadeia (Caso 2): Suponha que z = f(z,y) seja uma funcio
diferenciavel de z e y, onde © = g(s,t) e y = h(s,t) sdo funcoes diferen-
ciaveis de s e t. Entao,



0z 0z Or 0z Oy 0z 0z Oxr 0z Oy

oy ot

ot or ot

ds  Or 0Os 8y.83
Note:

s e t: variaveis independentes

x e y: varidveis intermediarias

z: variavel dependente

Para lembrar, usamos o diagrama:

0
Exemplo: Se z = e®seny, onde z = st? e y = s°t, determine s e 8_j
S
Solugao:
Pela Regra da Cadeia,

0: 0 or 0z o _

ds Ox 0Os 0Oy Os
= 2¢*t" sen (s°t) + 2ste’t” cos (s°t)

0z 0z Oxr 0z Oy - 9

E_%'E—Fa_y.a_(e seny) (2st) + (e” cosy) (s?)

— 2stet sen (52t) + s2e°t’ cos (szt)

(e”seny) - (t*) + (e” cosy) - (2st)

¢ Regra da Cadeia (Versao geral): Suponha que u seja uma funcio

diferencidvel de n varidveis zi,w2,...,%,, onde cada z; ¢ uma fungao
diferenciavel de m variaveis tq,to,...,t,. Entao,
ou ou 0Oz ou Oxo ou Oz,
ot; Oxr; Ot; Oxy Ot Ox, Ot;
paracadai=1,2,...,m.
Exemplos:

2,—t 2

1) Se u= 2%y +y?2>, onde x = rse’,y = rs’e~! e z = r’ssent, determine o

valor de (’)_Z quando r =2,s =1,t = 0.



Solugao:
Temos
ou_ou or ou By ou 0
ds Oxr 0s Oy O0s 0z O0s
= (4x3y) (ret) + (m4 + 2yz3) (27’se_t) + (3y222) (7’2 sen t)

Quandor=2,s=1et =0, temos z =2,y =2 e z = 0. Logo,

By S22 T (220 (221 ) 4 (320 07) (2sen0)
=64-24+16-4 =192

Se z = f(z,y) tem derivadas parciais de segunda ordem continuas e x =
r?2 + 52 e y = 2rs, determine

0z 0%z
%) or b) o
Solugao:
a) Temos
0z 0z Ox 0z Oy 0z 0z
E_E)x.ar—i_ay.ar - Oz (2T)+8y (25)

b) Aplicando a Regra do Produto na expressio da parte (a), temos

or2  Or ox oy

0 0z 0 [0z 0 0z 0 [0z

2
PO o 2 )



Usando a Regra da Cadeia,

005\ _ 0 (0:\ 05 0 (0N 0y _ Pz e
or\ox) 0x\ox) Or 0y\ox) Or 02 " Oyox s

0 (0 _ 0 [0\ 05 0 (0\ Oy e 0
or\oy) 0x\dy) or 0y \dy) Or 0zdy 0y?

Voltando em (*),

2 2 2 2 2
32:282+2r<2raz+2s 4 Z>—|—23<2r 0%z +2saz)

or? Ox Ox? Oyox 0z0y 0y?
0z 0%z 0%z 0%z 0%z
=2 4+ 4* = +4 4 452 =
Ox tar Ox? + Tsay(‘?x + Tsaxay s Oy?
0z 0%z 0%z 0%z
— 92 Loy 2 Il DY adiiod
Ox tar Ox? +8rs Oz 0y s Oy?

Diferenciacao Implicita

Suponhamos que uma equagio da forma F(z,y) = 0 defina y implicitamente
como uma fungio diferenciavel de z, isto é, y = f(x), onde F(z, f(x)) = 0 para
todo x no dominio de f.

Se F' é diferenciavel, podemos aplicar o Caso 1 da Regra da Cadeia para
diferenciar ambos os lados da equagdo F(x,y) = 0 com relagdo a x:

OF dn OF dy _
or dx Oy dxr
~—
1

Se %—Z # 0, obtemos

oF

dy _ _ Oz
- oF

dx S

d
Exemplo: Determine d—y se a funcdo diferenciavel y = y(z) é dada implici-
x

tamente pela equacio x® + zy + 3% = 3.
Solugao:
19 modo: Seja

F(z,y) =2’ +ay+y>—3=0
temos

@772:5773x2+y

de %—’; x4+ 3y2




em todo x no dominio de y = y(x), com z + 3(y(z))? # 0.
22 modo: Derivando ambos os lados da equacao em relagdo a x:

i(91334—90(7;—&-:(/3)— d (3)

dx T dx
d dy dy
2 — . - —_— 27:
= 3z +dx(x) y+x dx+3y o 0
dy

= 3y?) == = —32% —

(x+ y)dx T Y

dy 322 +y

dr —  x+ 32
Suponha agora que z seja dado implicitamente como uma fungao z = f(z,y)
por uma equagao da forma F'(z,y, z) = 0. Isso significa que F(z,y, f(z,y)) =0
para todo (z,y) no dominio de f. Se F e f forem diferenciaveis, utilizamos a
Regra da Cadeia para derivar a equacdo F'(x,y,z) = 0 com relagio a z:

OF 0x OF 8y OF 0z

Or  Ox Oy O 9z Ox
=~ =~
1 0
L OF OF 0 _
oxr 0z Or
Se%—f#(},temos

OF

% — _ Oz
— T oF
ox o

De maneira analoga, obtemos

OF

0z

oy

-  9F

Oy 9z
. 0z z - . .
Exemplo: Determine 9z e 90 onde a funcao diferenciavel z = z(x,y) é

r - Jy
dada implicitamente pela equacdo 23 + y> + 23 + 6zyz = 1.
Solugao:

Seja F(x,y,z) = 2 +4® + 23 + 62yz — 1 = 0. Entdo,

0z 77%:1;7 322 + 6yz B % + 2z

oxr or 32246y 22+ 21y

6. Derivadas Direcionais e o Vetor Gradiente
Derivadas Direcionais

As derivadas direcionais sao um tipo de derivada que nos permite encontrar a
taxa de variagao de uma fungao de duas ou mais variaveis em qualquer diregao
(ndo s6 nas diregoes dos eixos z,y, 2, . . . ).



Lembre-se: Se z = f(z,y), as derivadas parciais g—f e g—f sao definidas como
x Y

of . f(xo 4 h,yo) — f (20, y0)
g (0w = iy h
of . f(wo,y0+h) — f(x0,v0)
87y (z0,%0) = }IL% n

e representam as taxas de mudanca de z nas direcoes x e y, ou seja, nas diregoes
dos vetores unitarios 7 e ;

Definigao: A derivada direcional de f em (zg,yo) na direcio do vetor
unitario @ = (a,b) é

g _ f(wo + ha,yo + hb) — f(x,
Dﬁf(x07y0) - %(ﬁo,yo) :}IZIE)I%) f( 0 Yo ; ) f( 0 yO)

desde que esse limite exista.

of of of of
Note que: = (x, = —= (xo, e — (xq, = —=(x0,Y0)-
q 8x(0y0) 82.(0310) 8y(0y0) 8j(0y0)
Exemplo: Seja @ = (a,b) um vetor unitario dado. Calcule g—é(o, 0), onde
3
T
fla,y) = m7 se (z,y) # (070)_
0, se (z,y) = (0,0)
Solugao:
Temos, para h # 0,

FO+ah,0+bh) — f(0,0) sz — O a3h3 a3 ,

:a7

h h T h(a®+ )R a® + b2
pois i é unitario, entdo a’ + b2 = 1.

Logo,
h bh) —
ou h—0 h
Teorema: Se f é uma funcio diferencidvel de x e y, entdo f tem derivada
direcional na dire¢do de qualquer vetor unitario @ = (a,b) e

0 0 0
o) = S (w0) st () b

Observagao: Se o vetor unitario # faz um angulo 6 com o eixo x positivo,
entdo podemos escrever 4 = (cosf,senf) e temos

of _of of
8U(x’y) - 6$<x’y) COS0+ 8y(xﬂy) Sena
Exemplo: Encontre % se f(z,y) = 2% —3zy+4y’ el = (?, %) Calcule
i
of
—(1,2).
87,_[( ) )



Solugao:
Pelo Teorema,

of _of V3 of 1
%(ZE,y) - %(zvy)T‘Fafy(l‘?y)i
= (3$2*3y)~§+(73x+8y).%
= % [3\/§x2 —3z+ (873\/?:)34
[§]
a p—

Vetor Gradiente

No Teorema anterior, note que a derivada direcional pode ser escrita como o
produto escalar de dois vetores:

af—a'f.a+af.b—<af. af>.<ab>—<af af>.6
oi Ox oy ~ \O0x Oy T\ oz oy
—_———

()
O primeiro vetor, (x), aparece em muitas outras situagoes e, por isso, daremos
a ele um nome especial: o gradiente de f.
Definigao: Se f é uma funcao de duas variaveis x e y, entdao o gradiente
de f é a fungdo vetorial V f definida por

9 ) Of - Of -
Viz,y) = <8£(:r7y), a‘z(z,y)> = %H— a—zj

Exemplo: Se f(z,y) =senx + ™, entdo encontre V f(z,y) e Vf(0,1).
Solugao:
Temos

Vi(z,y) = <g£(aj,y), gi(x,y)> = (cosx + ye®, xe™Y)

V£(0,1) = (cos0+1-€°,0-€") = (2,0).

Com a notagdo de vetor gradiente, podemos reescrever o teorema para a
derivada direcional de uma funcao diferencidvel como

of
ou
Exemplo: Determine a derivada direcional da fungio f(z,y) = 22y — 4y
no ponto (2, —1) na direcao do vetor ¥ = 2 + 57.
Solugao:

(x’y) = Vf(m,y) .



Primeiramente, vamos calcular o vetor gradiente em (2, —1):

Vi(z,y) = (2xy®, 3%y* — 4)

Vi2,-1)=(2-2-(-1)%3-2% (-1)* — 4) = (—4,8)

Observe que 7 = 2i 4+ 5] = (2,5) ndo é um vetor unitério, pois

17| = V22 + 52 = V/29.

Mas podemos considerar o versor

ﬁa< 2 5 >
(il V29 /29

Logo,
of 2 5 —4.248-5
92 1) = VF(2,—1) - il = (—4,8) - , =
o 0.1 = V@1 ><@m> 2
_® _ave
V29 29

Observagao: Tudo o que foi feito nesta se¢ido se generaliza para fungoes

reais de trés ou mais variaveis.
Exemplo: Se f(z,y,z) = zyz, entdo
a) determine o gradiente de f;
b) determine a derivada direcional de f no ponto (1,1,3) e na diregdo de

T=1i+]+Fk.
Solugao:
a) O gradiente de f &

af of o0
Vi) = (G0 5L 0 — e an)

b) No ponto (1,1, 3), temos
VF(1,1,3)=(1-3,1-3,1-1) = (3,3,1)

O vetor unitario na direcio de ¥ =i+ j + k = (1,1,1) é

Assim,



Maximizando a derivada direcional

af L .
Podemos calcular == em todas as direcoes possiveis, mas podemos perguntar:
U
em qual dessas direcoes f varia mais rapidamente? Qual é a taxa méaxima de
variacao?
O préximo teorema responde a essas questoes.
Teorema: Suponha que f seja uma funcao diferenciavel (de duas ou trés

variaveis). O valor maximo da derivada direcional ?(T) é |[Vf(Z)| e ocorre
U

quando @ tem a mesma dire¢do do vetor gradiente V f(Z). (Isto é, quando @ for
o versor de V f(T)).

Dem.:
Temos
of " . ll@]=1
L= vra= |Vl coso 91 - cost
onde 0 é o angulo entre Vf e @. O valor maximo de cosf é 1 e isso ocorre

of

quando 6 = 0. Logo, o valor méaximo de 9 é |IVf]l e ocorre quando 6 = 0, ou
i

seja, quando ¥ tem a mesma direcao que Vf.
O

Exemplos:
1) a) Se f(z,y) = zeY, determine a taxa de varia¢do de f no ponto P(2,0)
na dire¢éo de P para Q (3,2).

b) Em que dire¢do f tem a méaxima taxa de variagdo? Qual é a maxima
taxa de variagao?

Solugao:

a) Primeiro, calcularemos o vetor gradiente:

— (¥, we")

af o
Vf(x,y) = <a£78.£>

V£(2,0)=(1,2)

O vetor unitario na dire¢ao J@ = <% -2,2— 0> = <7§ 2> é

a’:

2 TG DIERY
RN o

Logo, a taxa de variacao de f na direcao que vai de P a @ é

of

7= 34\ _ 3, 8_
aﬂ,(Q,O):Vf(Q,O)-U—<1,2)-<—5,5>_ L8

10



2)

b) Pelo Teorema, f aumenta mais depressa na dire¢do do gradiente V f(2,0) =
(1,2). A taxa maxima de variagdo é

IVF(2,00 = I(1,2)]| = V5.

Suponha que a temperatura em um ponto (x,y,z) do espaco seja dada
80

C 142?42y + 322

metros. Em que diregdo no ponto (1,1, —2) a temperatura aumenta mais

rapidamente? Qual é a taxa méaxima de aumento?

por T(z,y, z) onde T é medida em °C e x,y e z em

Solugao:

O gradiente de T é

oT oT OT
V= <aaya>

v 160z B 320y B 4802
(1+22+2y2 +322)%7  (14+22 4+ 22 +322)°" (1422 + 292 + 322)°
~160
= (z,2y,3z)

(1+ 22 + 22 + 322)°

No ponto (1,1,-2), temos 1 + 12 +2(1)2 +3(=2)2 = 1 + 1 + 2+ 12 = 16.
Assim,

—160 —160
VT(1,1,-2) = WQ’Q’?)(_Q» = 956

Pelo Teorema, a temperatura aumenta mais rapidamente na direcao do
vetor gradiente VT'(1,1, —2), ou, de forma equivalente, na dire¢do do vetor
(—1,-2,6). A taxa maxima de aumento é dada por

5 5 5v/41
IVT(1,1, =2)l| = ¢ll{=1, -2,6)[| = V()24 (=22 462 = 5
Portanto, a taxa méaxima de aumento da temperatura é ST‘/H ~ 4°C/m.
Geometricamente:

O vetor gradiente de f é sempre ortogonal a curva (ou superficie) de nivel
de f (dependendo se f & de duas ou trés variaveis). E o vetor diretor da
reta normal A curva/superficie no ponto.

11

)

5 5
1,2,-6) = —=(1,2,—6) = —(~1,-2,6
<77 > 8<)7 > 8< ) 7>



7. Valores Maximos e Minimos

Defini¢gao: Uma funcgao de duas varidveis tem um maximo local em (a,bd)
se f(z,y) < f(a,b) quando (z,y) estd proximo de (a,b). O namero f(a,bd)
é chamado de valor maximo local. Se f(x,y) > f(a,b) quando (x,y) esta
proximo de (a,b), entdo f tem um minimo local em (a,b) e f(a,b) é um valor
minimo local.

Se f(z,y) < f(a,b) (ou f(z,y) > f(a,b)) para todos os pontos (z,y) do
dominio de f, entdo f tem um maximo absoluto (ou minimo absoluto) em
(a,b). (Também chamados de maximo e minimo globais).

Teorema: Se f tem um maximo ou minimo local em (a,b) e as derivadas

parciais de primeira ordem de f existirem nesse ponto, entao ?(a, b)=0e
b

0

8—5((17 b) = 0.

— Interpretagdo geométrica: O grafico de uma fungdo f tem um plano
tangente em um ponto de maximo ou minimo local, e esse plano é horizontal.
Definigao: Um ponto (a,b) é chamado de ponto critico (ou ponto esta-

cionario) de f se g(a, b)=0e ﬁ(a, b) = 0, ou se uma das derivadas parciais

ox oy

nao existir.
Observagao: Segue do Teorema que, se f tem um méximo ou minimo local
em (a,b), entdo (a,b) € um ponto critico de f.
Porém, nem todo ponto critico € um ponto de maximo ou de minimo!
Exemplos

1) Seja f(x,y) = 2? + y* — 22 — 6y + 14. Entdo,

of P of oy
%(x,y)—% 2 e ay(m’y)_% 6

Temos que essas derivadas parciais sao nulas quando x = 1 e y = 3. Logo,
o tnico ponto critico é (1, 3).

12



Completando os quadrados, temos:
flay) =4+ (@ —1)"+ (y - 3)?

(que é um paraboloide eliptico).

Note que

flzy) 24, V(z,y) €R? pois (z—1)>>0e (y—3)> > 0.

Portanto, f(1,3) = 4 é um minimo absoluto de f.

2) Determine os valores extremos de f(z,y) = y? — 22 (paraboléide hiperbo-
lico).
Solugao:
Como of o7
Py =2 e ;y(w,y) =2y,
o unico ponto critico é (0, 0).

Observe que, para os pontos sobre o eixo z (onde y = 0), temos
f(z,0)= -2 <0 (sex#0).
Entretanto, para os pontos sobre o eixo y (onde z = 0), temos

f0,y) =9>>0 (sey#0).

Logo, todo disco com centro em (0,0) contém pontos onde a funcao tem
valores positivos e negativos. Entdo, f(0,0) = 0 ndo pode ser um valor
extremo de f e, portanto, f nao tem valor extremo.

O ponto (0,0) é chamado de ponto de sela de f.

Precisamos ser capazes de determinar se uma funcao tem um valor extremo
em um ponto critico.

Teste da Segunda Derivada: Suponha que as segundas derivadas parciais
de f sejam continuas em uma bola aberta com centro em (a,b), e suponha que

g—f(a, b)=0e ?(a7 b) = 0 [ou seja, (a,b) é um ponto critico de f]. Seja
x y

0? 0?
D = D(a,b) = 6—33‘2(@, b) - a—y{(a,b) - [

0% f
Oxdy

2
(a, b)} (Hessiano de f).

82
(a) SeD>0e @(a, b) > 0, entdo f(a,b) é um minimo local.
2

(b)y Se D>0e %(a, b) < 0, entdao f(a,b) é um maximo local.

13



(c) Se D < 0, entdo f(a,b) ndo é minimo local nem maximo local.
Observagoes:

1. No caso (c), o ponto (a,b) é chamado de ponto de sela de f, e o gréfico
de f cruza seu plano tangente em (a, b).

2. Se D = 0, o teste nao fornece nenhuma informacgao: f pode ter um maximo
local ou um minimo local em (a,b), ou (a,b) pode ser um ponto de sela.

3. Para lembrar a formula de D, é util escrevé-la como um determinante:

2 2
po| B |_or e ey
2 2
Syos O or? Oy 0x0y

Exemplos:

1) Determine os valores maximos e minimos locais e os pontos de sela de
f(z,y) =23+ 9> — 3z — 3y + 4.
Solugao:

Primeiramente, localizaremos os pontos criticos:

8—f(x,y):3x2—320 s =1 & z=4+1
Ox
(lf(x,y)z3y2—3:0 & =1 & y=+1
dy
Logo, os pontos criticos sao: (1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1).
Além disso,
o f o f 0 f o f
e
6z O
D(z,y) = ’ 0 6y ’ = 36zy

Analisando em cada um dos pontos criticos:
*f )
e D(1,1) =36 >0e w(l,l) =6 > 0; logo, (1,1) é um ponto de
minimo local e f(1,1) = 0 é um minimo local.

2
e D(—1,-1) =36 >0e %(71,71) = —6 < 0; logo, (—1,—-1) &

ponto de maximo local e f(—1,—1) = 8 & maximo local.

e D(1,-1) = -36 < 0e D(—1,1) = =36 < 0; logo, (1,—1) e (—1,1)
sao pontos de sela.

14



2)

3)

Seja f(x,y) = 32* + 2y*. O tnico ponto critico de f ¢ (0,0) e temos
D(0,0) = 0; logo, o Teste da Segunda Derivada nio nos fornece informagao
sobre esse ponto critico.

Porém, note que f(z,y) = 3% +2y* > 0 = £(0,0), V(x,y) € R?. Logo,
(0,0) é ponto de minimo absoluto.

Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12 m? de papeldo.
Determine o volume méximo dessa caixa.

Solugao:

Sejam x, y e z 0 comprimento, a largura e a altura da caixa (em metros).

Entao, o volume da caixa é
V =2ayz.

Além disso, usando o fato de que a area dos quatro lados e do fundo da
caixa é 12 m?, temos:

12 — zy

0z 4+ 2yz+axy=12= 2= ——=
y 4 2(x +y)

Substituindo na expressao de V,

V(z,y) = 12 —zy 122y — x%y?
PET ey T 2@y

Calculando as derivadas parciais:

oV P(2-2ay—s?) oV 2*(12-2uy—1?)
or — 2xz+y? Ty 2z+y)?

ov. oV
Como queremos V maximo, entio 9 on 0. Mas, observe que x = 0
z Y

ou y = 0 daria V = 0, de modo que precisamos resolver as equacoes:
1222y —22=0 (I)
12 —2xy —y*> =0 (II)
De (I) e (II), segue que 2% = y2. Como z,y > 0, temos x = y.
Substituindo z = y em (I):

122222 g2 =03 =12c22=4 Br=2

Além disso,
_12-2.2

— =9 e R
y=a ¢ 221 2)

Logo, um ponto critico é quando x =y =2e z = 1.

15



Podemos usar o Teste da Segunda Derivada para mostrar que o ponto
obtido é um méximo local de V, ou podemos argumentar que a natureza
fisica do problema exige a existéncia de um maximo absoluto, que deve
ocorrer em um ponto critico de V. Portanto, esse méximo ocorre quando
r=2y=2ez=1 Assim, V=2-2-1=4m?é o volume maximo da
caixa.

Valores Maximo e Minimo Absolutos

Para fun¢ées de uma variavel: se f é continua em um intervalo fechado [a, b],
entao f tem um valor minimo absoluto e um valor maximo absoluto. Para achar-
mos esses valores, calculamos f nao somente nos pontos criticos, mas também
nas extremidades a e b.

Para as funcoes de duas variaveis, a situacao é semelhante.

Um conjunto fechado em R? contém todos os seus pontos de fronteira.
[Um ponto da fronteira de D é um ponto (a,b) tal que qualquer bola aberta
com centro em (a, b) contém pontos de D e pontos nio pertencentes a DJ.

Por exemplo, o disco D = {(z,y) | 2% + y*> <1} é um conjunto fechado,
porque contém todos os seus pontos da fronteira (que sdo os pontos sobre a
circunferéncia 22 + y? = 1).

Um conjunto limitado em R? é aquele que est4 contido em alguma bola
aberta. (Em outras palavras, ele é finito em extensio).

Teorema do Valor Extremo: Se f é continua em um conjunto fechado e
limitado D em R2, entdo f assume um valor maximo absoluto f (z1,%;) e um
valor minimo absoluto f (z2,y2) em alguns pontos (x1,y1) e (z2,y2) de D.

Roteiro para determinar os valores maximo e minimo absolutos de
uma fungao continua f em um conjunto fechado e limitado D:

1. Determine os valores de f nos pontos criticos de f em D.
2. Determine os valores extremos de f na fronteira de D.

3. O maior dos valores dos passos 1 e 2 é o valor maximo absoluto, e o menor
desses valores é o valor minimo absoluto.

Exemplos:

1) Determine os valores maximo e minimo absolutos da funcdo f(x,y) =
2?2 — 2zy + 2y no retangulo D = {(x,y) |0 < 2 < 3,0 <y < 2}

Solugao:

Como f é um polinémio, ela é continua no retangulo fechado e limitado D,
portanto o Teorema do Valor Extremo nos diz que existem tanto o méaximo
absoluto como o minimo absoluto.
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e Pontos criticos de f em D:
Ocorrem quando
of
L =2 -2y =0
Ox R
of
—=-2 2=0
By T+

e, assim, o tinico ponto critico existente ¢ (1,1), com f(1,1) = 1.
e Valores de f na fronteira de D:

A fronteira de D é constituida por quatro segmentos de reta: L, Lo, L3 e
Ly.
Em Lq, temos y =0 e

f(z,0)=22 0<xz<3.

Isto corresponde a uma fungao crescente de x, que tem valor minimo f(0,0) =0
e méaximo f(3,0) = 9.
Em Ly, temos x =3 e

fBy)=9—-6y+2y=9—-4y, 0<y<2

Essa é uma funcdo decrescente de y, portanto seu maximo é f(3,0) = 9 e seu
minimo é f(3,2) = 1.
Em L3, temos y =2 e

f(z,2) =2® —4x+4, 0<x<3.

Note que f(z,2) = (z—2)2. No intervalo = € [0, 3], o valor minimo dessa fungo
é f(2,2) =0 e seu valor maximo é f(0,2) = 4.

r
"mam_\'m@

1/
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Em Ly, temos x =0) e

Esta fungdo tem valor maximo f(0,2) = 4 e minimo f(0,0) = 0.
Portanto, na fronteira, o valor minimo de f é 0 e 0 méximo ¢é 9.

e Comparando os valores:

Comparamos os valores da fronteira com o valor no ponto critico, f(1,1) = 1.
Concluimos que o valor méaximo absoluto de f em D é f(3,0) = 9, e o valor
minimo absoluto é f(0,0) = f(2,2) = 0.

2) Determine os valores méaximo e minimo absolutos da funcao f(x,y) = zy
no disco A = {(z,y) | 2* + y* < 1}.

Solugao:

Como f é um polindémio, ela é continua no disco fechado e limitado A,
portanto o Teorema do Valor Extremo nos diz que existem tanto o méximo
absoluto quanto o minimo absoluto.

e Pontos Criticos no Interior de A:

Os pontos criticos ocorrem quando as derivadas parciais sdo nulas:

of _ _ of _

— = = _— = :0
or 4 ¢ dy o

Assim, o tnico ponto critico no interior de A é (0,0), e o valor da fungio neste
ponto é f(0,0) = 0. (Note que ndo é dificil observar que este ponto ndo é nem
méximo nem minimo em A).

e Valores de f na Fronteira de A:

A fronteira de A é a circunferéncia z? 4+ y2 = 1. Podemos parametrizi-la
como:
~(t) = (cost,sent), para 0 <t <27,

Dessa forma, os valores de f na fronteira de A sao fornecidos pela funcao
1
F(t) = f(cost,sent) = cost-sent = 5 sen(2t), para 0 <t < 2r.

Agora, procuramos os valores maximo e minimo de F'(t).
O valor maximo de F'(t) ocorre quando sen(2t) = 1:

sen(2t):1<:>2t=g+2k7r<:)t:%—&—lm

No intervalo 0 < ¢ < 27, temos as solucoes t =

et = 5. O valor maximo na
fronteira é F(m/4) = F(5m/4) = 3.

jus
4
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O valor minimo de F'(¢) ocorre quando sen(2t) = —1:
sen(2t) = -1 2t = 3%4—21%@75: ?ZTW—Q-]WT

No intervalo 0 < t < 27, temos as solugoes t = ?jf et = %T. O valor minimo na
fronteira é F'(3r/4) = F(Tr/4) = —3.

e Conclusao:

Comparando os valores encontrados (o valor no ponto critico, 0, e os valores

extremos na fronteira, 3 e —3%), concluimos que:

e O valor maximo absoluto de f em A é %, que ocorre nos pontos corres-
pondentes at=Z et = %”, ou seja, (‘/5 ﬁ) e <f§,f§).

4 2072
e O valor minimo absoluto de f em A é f%, que ocorre nos pontos corres-

pondentes a t = 37” et = %’r, ou seja, (—72, §> e (?, —%)

8. Multiplicadores de Lagrange

No Exemplo 3 da se¢ao anterior, maximizamos a fun¢ao volume V' = zyz sujeita
a restricao 2xz + 2yz + xy = 12. Nesta secao, veremos o Método dos Multi-
plicadores de Lagrange para maximizar uma fungio genérica f(x,y, z) sujeita a
uma restricao da forma g(z,y, z) = k.

Método dos Multiplicadores de Lagrange (MML):

Para determinar os valores maximo e minimo de f(z,y,z) sujeita a restricdo
g(x,y,z) = k [supondo que esses valores extremos existam e que Vg # 0 sobre
a superficie g(z,y, z) = k]:

(a) Determine todos os valores de z,y,z e A tais que
Vf(:c,y,z):)\-Vg(x,y,z) € g($7y’z):k'

(b) Calcule o valor de f em todos os pontos (x,y, z) que resultaram do passo
(a). O maior desses valores serd o valor maximo de f, € o menor serd o
valor minimo de f.

O nimero A é chamado de multiplicador de Lagrange.

Observagao: Para as funcoes de duas variaveis, o método é andlogo: para
acharmos os valores extremos de f(z,y) sujeitos a restri¢ao g(x,y) = k, olhamos
para todos os valores de x,y e A tais que

Vf(x,y) =AVg(z,y) e gz,y)=Fk.

Vamos refazer o Exemplo 3 da secao anterior, utilizando o Método de La-
grange, e verificar que as contas diminuem um pouco.
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Exemplos:

1) Uma caixa retangular sem tampa deve ser feita com 12m? de papeldo.
Determine o volume méximo dessa caixa.

Solugao:

Sejam z, y e z o comprimento, a largura e a altura, respectivamente, da
caixa em metros. Queremos maximizar

V(z,y,2) = zyz

sujeita a restricao
g(z,y,2) = 2xz+ 2yz + xy = 12.

Utilizando o MML, olharemos para os valores de x,y, z e A tais que VV =
AVg e g(x,y,z) = 12, ou seja:

yz = A2z +y) (1)
xz = A2z +x) (2)
xy = A2z + 2y) (3)
2z 4+ 2yz +zy = 12 (4)

Multiplicando (1) por z, (2) por y e (3) por z, temos

xyz = M2xz + xy) (5)
ryz = M2yz + xy) (6)
xyz = M2xz + 2yz) (7)

Note que A # 0, pois se A = 0, terfamos yz = zz = xy = 0 (de (1), (2) e (3)), o
que contradiz (4). Logo, de (5) e (6), temos:

20z +xy =2yz+xy = 2 =9yz2 Zéo =1y

De (6) e (7), temos:
z#0
2z +rxy =222+ 2yz = xy=22x2 = Yy=2%
Substituindo = = y = 2z em (4), temos:
2(22)2+2(22)z+ (22)(22) =12 = 422 + 42 4422 =125 122 =12 2" 2 = |

Logo, zx =2ey=2.
Portanto, o volume méximo da caixaé V =2-2-1 =4 m3.
2) Considere a fungao f(z,y) = 2% + 2y>. Determine os valores extremos de

a) no circulo x2 + y% = 1.

b) no disco x? + y* < 1.

Solucgao:

a) Queremos calcular os valores extremos de f sujeita a restricio g(z,y) =
22 +y? = 1.
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Usando o MML, resolveremos as equagoes Vf = AVg e g(z,y) = 1, ou seja:

2 = 2z (1)
dy = 2y (2)
2 +y?=1 (3)

De (1), temos (1 — X) =0, ou seja, x =0 ou A = 1.
e Se x =0, entdo, de (3): y = +1. Pontos (0,1) e (0,—1).

e Se A\ = 1, entdo, de (2): 4y =2y = 2y = 0 = y = 0. De (3), temos
x = £1. Pontos (1,0) e (—1,0).

Dessa forma, os possiveis pontos de extremo sdo (0,1), (0, —1), (1,0), (-1, 0).
Calculando f nesses quatro pontos:

f(O,l):Q, f(O,*l):Q’ f(]-ao):]-a f(f]_’()):l

Portanto, o valor maximo de f no circulo 22 + y? = 1 é 2 e o valor minimo
é 1.

b) Como f é continua no disco fechado e limitado, vamos comparar os valores
obtidos no item (a) (fronteira do disco) com os valores de f nos pontos criticos
do interior do disco.

Uma vez que

O _gp—o o Y _

=4y = =y =
I eayy0¢>xy0,

0 tnico ponto critico é (0,0), e f(0,0) = 0.

Portanto, comparando o valor no ponto critico com os valores na fronteira,
o valor maximo de f no disco 2% +y* < 1 ¢ 2 (ocorre em (0,=+1)) e o valor
minimo é 0 (ocorre em (0, 0)).

Duas Restrigoes

Para determinar os valores méaximo e minimo de f(z,y, z) sujeita a duas restri-
coes, g(x,y,2) =k e h(z,y,2) = c:

(a) Determine todos os valores de x,y, z, A e u tais que
Vf(z,y,2) = AVg(z,y,2) + pVh(z,y,z)
e as duas equacgoes de restricao sao satisfeitas.

(b) Calcule f em todos os pontos (x,y,z) que resultaram do passo (a). O
maior desses valores serd o valor maximo de f, e o menor serd o valor
minimo de f.
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Exemplo 3) Determine o valor méximo da fungéo f(z,y,z) =« + 2y + 3z na
curva de interseccdo do plano x —y + z = 1 com o cilindro 22 + y? = 1.
Solugao:
Queremos calcular o valor maximo da funcdo f sujeita as restri¢oes
g, y,2)=x—y+2=1 e hz,yz) =z>+y>=1.
A condigado de Lagrange é
Vf=AVg+uVh & (1,2,3) = A(1,-1,1) + p(2z, 2y, 0),
9@y, 2) =z —y+z=1 e h(z,y2)=2"+y’=1

que leva ao sistema:

Substituindo A = 3 de (3) em (1) e (2), obtemos:

De(1): 1=3+2zp = 20p=-2 = v=——.
%

5
De (2): 2= -3+ 2yu = 2yuz5:>y:27_

W
Substituindo em (5), temos:

2 2
1 5 1 25 4425 ) V29
—— —) =l =1l =142 =29 pp=+—"
( u) +(2u> TERRTE 4p? : : 2

Entao,
1 2 5

r=—— = —_— e :7::‘:

wvm O

E de (4),
z=1—x+ —1—<:|:2>—|—<i5> = z—lii
- o V20 NGTS VG

Os valores correspondentes de f sao:

Nayy 5 T\, F2El0=2
f_G@)”GﬁJHOi@)3+ N

. Parau:+@:x:f¢%,y:¢%,z:l+¢%.

—2+10+21 29
I s L S R SVoT)

V29 V29
o Paraji= =30 o = 5y =~ 2= 1— .
2-10—21 29
S F L R R )
d NG o

Portanto, o valor méximo de f na curva dada é 3 4+ v/29.
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