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Introducao

O conteido dessa Apostila é baseado nas seguintes referéncias:
CALLIOLI, C. A. Algebra Linear e Aplicagoes. Sao Paulo: Atual, 1997. [1]






Capitulo 1

Espacos vetoriais

1.1 Definicao e exemplos

Antes da primeira definicao, que nos acompanhara durante todo o curso, vamos analisar
dois conjuntos:

e Conjunto das fungdes f : R — R, denotado por F(R).

Nesse conjunto, a soma de fungoes é dada por: se f, g € F(R), entao

(f +9)(x) = flx) +g(x) e [f+geF(R)

Ja a multiplicacao por A € R: se f € F(R), entao

(A)(x) = Af(x) e Af e F(R).

e Conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais, denotado por
M, (R) ou, simplesmente, M,,.
Nesse conjunto, a soma de matrizes é dada por: se A = (aij)nxn, B = (bij)nxn € My,

entao
A+B:(aij+bij)n><n € A+B€Mn

Ja a multiplicacdo por A € R: se A = (a;j)nxn € M,, entao
A = ()\aij>n><n e M € Mn

Perguntamos: o que esses conjuntos, com estas estruturas de soma e produto por A,
tém em comum?

Verificamos, a partir das propriedades dos numeros reais, que dadas f,g,h € F(R) e
A, it € R quaisquer, sao validos:

L ftg=g+1f;

2. f+(g+h)=(F+9) +h

3. Se o representa a funcao nula, isto é, o(x) = 0 para todo = € R, entao o+ f = f;
4. A funcao — f, definida por (— f)(z) = —[f(z)] para todo x € R, é tal que f+(—f) = o;
- Apf) = (M) f;

6. (A+u)f =AM +pf;

ot
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T Af+9) = A+ Ag;

8.

1f=1f.

Agora, com relagao a quaisquer A, B,C € M, e A\, u € R, também sao validos:

1.
2.
3.

7.
8.

A+B=DB+A:

A+ (B+C)=(A+ B)+C;

Se O representa a matriz nula, isto é, O = (0),xn, entdo O + A = A;

Se A = (aij)nxn, entdo a matriz —A = (—a;j)nxn € tal que A+ (—A) =0;
A(pA) = (Ap)A;

A+ u)A = NA+ u4;

MA+ B) = M + \B;

1A = A.

Ambos os conjuntos apresentam propriedades algébricas comuns. E eles nao sao os
unicos! Por isso, ao invés de estudar cada um deles separadamente, estudaremos de forma

geral.

Definigao 1.1.1. Dizemos que um conjunto V # () é um espago vetorial sobre R
quando:
I - Existe uma adigao (u,v) — u+ v em V| com as seguintes propriedades:

EV1.
EV2.
EV3.

EV4.

u+v=0v+u, Yu,v € V (comutativa);
u+ (v+w) = (ut+v)+w, Yu,v,w € V (associativa);
Existe um elemento 0 € V', chamado de elemento neutro, tal que 0 +v = v, Yo € V;

Para cada u € V existe v € V ,chamado de oposto, tal que v + v = 0. Denotamos o
oposto de u por —u.

IT - Esta definida uma multiplicagao

RxV — V
(A\u) — Au

(multiplicagao por escalar), e para esse multiplicagdo temos:

EV5.
EVG6.
EVT.
EVS.

Apv) = (Ap)v, Yo € Ve VA n € R;
A+ p)v= v+ pv, Vo e VeV ueR;
AMu+v) =Au+ v, Yu,v € Ve VA €R;

lu=u,VueV.
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Observagao 1.1.2. O elemento neutro na propriedade EV3 e o elemento oposto (elemento
inverso) a u € V, —u € V, da propriedade EV4 sao tnicos!

Demonstragao:
e Qualquer outro 0" satisfazendo EV3 nos daria:

0=0+0=0+0=0.
e Dado u € V, suponha que existam v, v’ € V tais que u+v = 0 e u+v" = 0. Terfamos
v=v+0=v+(u+v)=@w+u) +0' =0+0" =0"

O
NOTA: De maneira andloga se define espago vetorial sobre C (e também sobre um
corpo K qualquer).

Exemplo 1.1.3. V = R é espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.4. V = C é espago vetorial sobre R com a adigao usual de C e a multiplicacao

RxC — C
A\ z) — Az

Exemplo 1.1.5. V = F(R) e V = M,, sdo espagos vetoriais sobre R (conforme verificamos
na motivac¢ao do capitulo).

Exemplo 1.1.6. V = R? com a adicio

R2 x R? — R?
((z1,91), (T2, 92)) = (21 + 22,91 + 1)

e a multiplicacao por escalar

RxR? — R?
A (1) = (Azy, Ayn)

¢ um espacgo vetorial sobre R.
Pois
EV1) (@1,31) + (x2,42) = (@1 + 22, 91 + y2) = (X2 + 21,92 + y1) = (@2, Y2) + (T1,41).
EV2) Vale em cada entrada, entao vale no vetor.
EV3) 0= (0,0) é tal que (x,y) + (0,0) = (z,y), para todo (z,y) € R2.
EV4) Para todo u = (z,y) € R?, existe —u := (—z, —y) tal que u+ (—u) = 0.
EV5) Para quaisquer A\, € R e (z,y) € R?,

AMpu(z,y)) = Mpz, py) = (Mpz), AMpy)) = (Aw)z, (Aw)y) = (M) (2, y).

EV6) Vale em cada entrada, entdao vale no vetor.
EV7) Vale em cada entrada, entdo vale no vetor.
EV8) 1-(z,y) =(1-2,1-y) = (z,y), para qualquer (z,y) € R
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Exemplo 1.1.7. Mais geralmente, VV = R" é espago vetorial sobre R com a adigao
R"xR" — R"”
(1, s 2n), Wy oy Un)) = (X1 + Y1y, T + Yn)

e a multiplicacao por escalar

RxR" — R"
N (21, m)) = (Azg, ..o, Axy).

R™ é o espago vetorial mais importante. O adjetivo “vetorial” vem justamente do
comportamento do conjunto de vetores desse espaco sobre R.

Exemplo 1.1.8. V =P,(R), n € N, que é o conjunto dos polinomios reais de grau menor
ou igual a n mais o polinomio nulo, é um espago vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.9. V = M,,«,(R), que é o conjunto das matrizes m X n com coeficientes
reais, ¢ um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.10. Considere V = (0,4+00) = {u € R | u > 0}.

Com as operacoes usuais de soma e multiplicagao em R, V' nao é um espaco vetorial,
visto que nao possui elemento neutro para a adicao.

No entanto, se definirmos, para x,y € V e A € R:

r®y=uwxy (produto usual) e AOr=ux

V' se torna um espaco vetorial sobre R.
De fato,
EV)zdy=ay=yr=yPDz, Vr,y € V;
EV2) 2@ (y®2)=2& (y2) =2(y2) = (2y)z = (@ y)z = (B y) D 2, Vr,9y,2 € V;
EV3) Se x € V, entao como 1 € V| temos

1®oxr=1 2=z

observe que, neste caso, 1 ¢ o elemento neutro da adicao;

1
EV4)Sex eV, entaiox >0eax™t =~ €V étal que
T

EVOAGO (pox) = 0ot = (z") = =M = (\u) Oz, Vo € V e Vu, A € R;

EV6) A+p)oz=a*r =)ot =22 @at = \0z)® (o), Vo € VeV ueR;
EV7) A (x@y)—k@(wy) (zy)r =M P =Noz)d(AOy),Vr,y e VeVAER.
EV) 1oz =2t=x2, Vo eV.

1.2 Propriedades

A partir das 8 propriedades da definicao e espaco vetorial, podemos concluir vérias outras,
conforme veremos a seguir.

Propriedades 1.2.1. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Temos:
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f—t

Para qualquer A € R, A0 = 0.

Para qualquer u € V, Ou = 0.

Se Au =0, entao A = 0 ou u = 0.

Para quaisquer A € Reu eV, (=\)u = A(—u) = —(\u).
Para qualquer u € V', —(—u) = u.

Para quaisquer A,y e Rev eV, (A — p)v = v — pv.
Para quaisquer A € R e u,v € V, A(u —v) = Au — Av.

Se u+w = v+ w, entao u = v.

© ® N o gk W N

Dados g, A1,..., A\, € Rewvy,...,v, €V, entao

1 (Z Aﬂ’j) =D ().

j=1

Demonstragao:

1. Temos
EV3 EVT

A0 "2 A (0 4 0) ET A0 + A0,

Somando a ambos os lados o vetor —(A0),
0=—=XA0+A0=—=X0+ A0+ A0 = A0.

Portanto, A0 = 0.
2. Temos
Ou = (0 + 0)u "Z° Ou + Ou.

Somando —0u a ambos os lados,
0 = —0u + Ou = —0u + Ou + Ou = Ou.

Portanto, Ou = 0.
3. Se A = 0 nao hé o que fazer.
Se A # 0, entao existe A™' € R. Logo,

EV8 EV5

P u = (A A A 0w) = a0 2o,

4. Temos
A+ (=A)u (A + (=A)u = 0u Z 0.
Como o elemento inverso ¢é Uinico, segue que
—(Au) = (=)u.
Analogamente, utilizando EV7, é possivel mostrar que

—(Au) = AM(—u).

5. Em P4, tome \ = —1.

13
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6. Temos
A=—pv=A+(—p)v= A+ (—p)v =Av+ (—pv) = Av — pv.

7. Andloga a P6.
8. Como w € V, existe —w € V. Assim, somando-se —w de ambos os lados da
igualdade,
Utw=v+w = utw—-—w=v+w-—w = UuU="71.

9. E feita por inducao, a partir de EV5 e EVT.

1.3 Subespacos vetoriais

Definicao 1.3.1. Seja V um espago vetorial sobre R. Dizemos que W C V é um
subespaco vetorial de V' se forem satisfeitas as seguintes condigoes:

SV1. 0 e W;
SV2. Se u,v € W, entao u +v € W,
SV3. Se u € W, entao A\u € W, para todo A € R.

Observacao 1.3.2. Todo subespaco vetorial W de um espaco vetorial V sobre R ¢ ele
proprio um espaco vetorial sobre R.

De fato, as propriedades comutativa, associativa, distributivas e EV8 sao herdadas do
proprio espaco vetorial V.

O elemento neutro da adigao é um elemento de W por SV1.

Finalmente, se u € W, entdo —u = (—1)u € W por SV3.

Exemplo 1.3.3. W; = {0} e W, = V sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial V,
chamados de subespacgos vetoriais triviais.

Exemplo 1.3.4. O conjunto W = {(z,y,2) € R3 | z — 2y + z = 0} ¢ um subespago
vetorial de R3.

De fato,

SV1) 0 = (0,0,0) € W, pois 0 — 20+ 0 = 0.

SV2) Sejam u = (1,91, 21),v = (X2, Yo, 22) € W. Temos

x1—2y1+w1:0, x2—2y2+w220

U+ v = (21,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (1 + T2, 91 + Yo, 21 + 22) € W,
pois
(w1 +22) = 2(51 +y2) + (21 + 22) = 21 — 2y1 + w1 + T2 — 2y5 +wy = 0.
SV3) Dados A € R e u € W, temos que Au € W, pois
A= (Azq, Ayr, A\zp) e Az — 2 y1 + Awy = Az — 2y +wy) = 0.

Exercicio 1.3.1. Sejam ay,...,a, € Re W = {(z1,...,2,) € R" | ay21+- - -+ a,z, = 0}.
Mostre que W é um subespaco vetorial de R™.
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Exemplo 1.3.5. O conjunto W = {(x,y) € R? | z + y = 5} nao ¢ subespaco vetorial de
R2.
De fato, 0 = (0,0) ¢ W, pois 0 +0 = 0 # 5.

Exemplo 1.3.6. Seja P! C P,, dado por P} = {p(z) € P, | p(0) = 0}. O conjunto
W =P’ é subespago vetorial de P,,.

SV1) O polinémio nulo se anula em = = 0, logo, pertence a P*.

SV2) Sejam p(zx), q(x) € P, entao p(0) + ¢(0) = 0 e, assim, p(z) + q(z) € P;.

SV3) Sejam p(x) € Pt e A € R, entdo Ap(0) = 0 e, assim, Ap(z) € P;.

Exemplo 1.3.7. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n com coeficientes reais é
um subespago vetorial de M, (R).

Proposicao 1.3.8. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espago vetorial V sobre R.
Entao UNW € subespago vetorial de V.

Demonstragao:

SV1) Como 0 e Ue0 e W, entao 0 € UNW.

SV2eSV3)Sex,yc UNW e X € R, entao x + \y € U e x + Ay € W. Portanto,
r+AdyeUnW.

O

Nas condigoes da proposicao anterior, uma pergunta natural seria: e U U W? B
subespago vetorial de V7

A resposta é nao!

Considere, por exemplo, V. =R* U = {(z,y) e R?* |z +y =0} e W = {(z,y) € R? |
r—y=0}. Noteque (1,-1)eUcCcUUWe(l,1)e W CUUW, mas

(L,-1)+(1,1)=(2,0) e UUW.

Dessa forma, um subespaco V' C V' que contenha U U W deverd conter os vetores da
forma u + w. Isso motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.3.9. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Definimos
a soma de U e W como

U+W=A{u+wl|luel weW}.

Note:
e U+ W=W+U
e U+{0}=U

e UCU+WeWcCU+W. Logo, UUW C U+ WV.

Proposicao 1.3.10. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espago vetorial V' sobre R.
Entao U + W é subespago vetorial de V.

Demonstragao:
SV1) Como 0 e UeO e W, entao0=04+0€ U + W.
SV2 e SV3) Sejam x1, x5 € U + W, entao

T = u; + wy, UjEU, ijVV, j =12
Agora, se A € R, entao
T1 + ALy = (U1+’LU1)+>\(UQ+1U2) =u + Aug +wy + A wy € U + W.
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Definicao 1.3.11. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V' sobre R.
Dizemos que U + W é a soma direta de U e W se UNW = {0}. Neste caso, usaremos a
notagao U & W.

Se ainda U @ W =V, dizemos que U e W sao suplementares ou que U é suplementar
a W (ou que W é suplementar a U).

Proposicao 1.3.12. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V' sobre R.
Temos V =U @& W se, e somente se, para cada v € V' existirem um unico u € U e um
unico w € W satisfazendo v = u + w.

Demonstragao:

(=) Suponha que V=U@® W,isto é, V=U+W e UNW = {0}.

Dado v € V, existem u € U e w € W tais que v = u + w. Queremos mostrar que tal
decomposi¢ao é tnica.

Suponha que existam v’ € U e w’ € W tais que v = v’ + w’. Entao

vtw=u+w = u—u=w-weUnNW ={0}.
—_—— N —
evU ew

Logo, u —u' =w" —w =0, ou seja, u =u' e w = w'.
(<) Suponha que para cada v € V' existam um tnico u € U e um tnico w € W tais
que v =u + w. E claro que V = U + W, resta mostrar que U N W = {0}.
Note que {0} € U NW sempre. Vamos mostrar que U N W C {0}.
Seja v € UNW. Entao existem um tnico u € U e um tnico w € W satisfazendo
v =u+ w. Observe que
v=ut+w=(ut+v)+(w—0).
——  ——
€U ew

Pela unicidade da decomposicao, devemos ter
U=u-+7v e wW=w—"1,

isto é, v = 0.
Portanto, U N W = {0}.
O

Exemplo 1.3.13. Verifique que R? é a soma direta de U = {(x,y,2) € R® | x+y+2z =0}
eW={(z,y,2) eR® | z=y=0}.

Note que U e W sdo subespagos vetoriais de R? (verifique como exercicio).

Vamos mostrar que R =U +W e UNW = {0}.

Dado v = (z,y, 2) € R?, podemos escrever

. i -

('I7y72) = ("L‘yya_w—y)_’_(ovoaz—f_l’—'—yza

g

eU ew

logo R® = U + W.
Agora, seja (z,y,z) € UNW, temos

r + vy + 2z =0
r =0 & (z,y,2) =(0,0,0).
y = 0

Logo, UNW = {0}.
Portanto, R =U @& W.
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1.4 Combinacoes Lineares

Seja V' um espago vetorial sobre R. Tomemos um subconjunto S = {uy,...,u,} C V.
Denotamos
[S] =A{oqus + -+ apu, | ag,...,a, € R}

Proposicao 1.4.1. Nas condi¢des anteriores, [S| € um subespaco vetorial de V.

Demonstragao:
SV1. 0 € [S], pois 0 =0-u; +---+ 0 u,.
SV2 e SV3. Dados u,v € [S] e A € R, temos

U= Uy + - + oy, e v =[P+ -+ Buuy,.
Dai
U+Av = aquy+- - F gy +ANBrur 4 4 Buuy) = (1 + AU+ -+ (an +ABn)un € [S].
O

Definigao 1.4.2. [S] é chamado de subespago vetorial de VV gerado por S.

Cada elemento v € [S] é uma combinagao linear de S ou combinacao linear de
Uty .oy Up.

Diz-se também que ug, ..., u, geram [S], ou entdo que sao um sistema de geradores de
[5]

Também denota-se [S] = [ug, ..., uy)].

Observacao 1.4.3. 1. Caso S = (), convencionamos que [S] = {0}.
2. Caso S C V seja infinito, definimos:

we[S] & Juy,...,v €S eTJag,...,aq € R tal que u =y + -+ +
Proposicao 1.4.4. Sejam S e T subconjuntos de um espaco vetorial V' sobre R. Temos:
1. S C[S];
2. Se S CT, entio [S] C [T];

4. Se S € um espago vetorial, entao S = [5];

5. [SUT] = [S] +[T].

Demonstragao:
1. Seue S, entao u=1-u € [5].
2. Se u € [S], entao existem «y,...,a, € Reuy,...,u, € S tais que

U= q1U1 + -+ apUy,.

Como S C T, temos uy,...,u, € T e, portanto, u € [T.

3. Pelo item 1, [S] C [[S]]. Agora, seja u € [[S]], entdo u é uma combinagao linear de
elementos de [S]. Mas como cada elemento de [S] ¢ uma combinacao linear de elementos
de S, resulta que u é uma combinagao linear de elementos de S, ou seja, u € [S].
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4. Pelo item 1, S C [S]. Agora, seja u € [S], entdo u é uma combinacao linear de
elementos de S. Como S é espaco vetorial, esta combinacao linear é um elemento de S.

5. Seja u € [S UT], entao existem aq,...,qn, B1,...,0m € R, uy,...,u, € S e
vy, ..., 0, € T tais que

u = (alul + - +Oénun) + (51”1 + 5mvm) S [S] + [T]

Reciprocamente, se u € [S]+ [T, entdo u = v+w, com v € [S] e w € [T]. Dessa forma,
existem aq,...,aqp, B1,..., 8, ER, v1,...,v, € Sewy,...,w, €T tais que

U=v4+w=01v1 + -+ U, + frw + -+ Bawg € [SUT].

Exemplo 1.4.5. Sejam V =R? e S = {(3,0)} C R% Temos
[S] = [3,0)] ={a-(3,0); @ e R} ={(3x,0); @ € R} ={(z,0); v € R}
= {(@y eR® | y=0}
Exemplo 1.4.6. Sejam V =R? e S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Temos
[S] = {a(1,0,0) + 3(0,1,0) +~(0,0,1); o, 3,7 € R} =R

1.5 Espacos vetoriais finitamente gerados

No exemplo 1.4.6, podemos dizer que os vetores de S geram o R3. Podemos observar
também que muitos outros subconjuntos finitos do R3 tem essa mesma propriedade.

Definicao 1.5.1. Dizemos que um espago vetorial V', sobre R, ¢ finitamente gerado se
existir um subconjunto finito S C V tal que V' = [S].

Exemplo 1.5.2. R™ é gerado por ¢; = (1,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ..., e, =
0,...,0,1).

Exemplo 1.5.3. P,(R) =[1,x,...,2"].
Exemplo 1.5.4. M5(R) é finitamente gerado. O conjunto

s={(0) (0 a) (L) (8))

gera Ms(R).
Exemplo 1.5.5. M,,y,(R) é gerado pelas matrizes Fy, = (555’4)), k=1,....m, { =
1,...,n, onde

swo _ [ 1 se (i) = (k. 0)

b 0, caso contrario

Exemplo 1.5.6. Seja P(R) o espago vetorial formado por todos os polinémios. P(R) nao
¢ finitamente gerado.

Se P(R) fosse finitamente gerado, existiriam polinémios p;(x),...,p,(x) tais que
P(R) = [pi(z),...,pu(x)]. Seja N o grau mais alto dentre os polinémios p;(z), ..., pn(z).
E claro que 2V *+! ndo pode ser escrito como combinacéo linear de p1(z), ..., pa(T) €, assim,
Nt ¢ [pi(2),...,pa(z)] = P(R). O que é uma contradigao.

Note que P(R) = [1,z,2?,...].
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Exemplo 1.5.7. Sejam U = {(z,y,2,t) ER* | z—y+2+t=0}eV ={(z,y,2,t) €
R* | 2 +y+2z—t=0}. Encontre um conjunto de geradores para U, Ve UNV.
Se (z,y,2,t) € U, entdao y = x + z + t e, assim,

(x,y,2z,t) = (x,x + z+t,2,t) = x(1,1,0,0) + 2(0,1,1,0) + £(0,1,0,1)
isto é,
U=1|(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)].
De modo anélogo,
vV =](1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].
Se (z,y,2,t) € UNV, entao

{ r—y+z+t=0

v4y+z—t=0  TTFCUSH

Desse modo,
(xaya Z,t) = (l’,y, -, y) = ilf(l, 07 _17 0) + ?J(Oa 17 Oa 1)

e, portanto,
Uunv =1(1,0,-1,0),(0,1,0,1)].

1.6 Exercicios

Secoes 1.1 e 1.2

Exercicio 1.1. * Seja V = R2. V nao é um espaco vetorial em relacao a nenhum dos dois
seguintes pares de operagoes sobre V':

(a) (xbyl) + <x27y2) = (1‘1 + Z2, Y1 + y2) € )\<'T7y) = (ZE, )\y),

(b) (whyl) + ($2,y2) = ("L‘lyyl) S )\(ZE,y) = ()‘17a )‘y)

Diga, em cada caso, quais dos 8 axiomas nao se verificam.

Exercicio 1.2. (Lei do cancelamento da adigao) Mostre que: Se u,v,w € V e u+v = u+w,
entao v = w.

Exercicio 1.3. Verifique se em cada um dos itens abaixo o conjunto V' com as operagoes
indicadas é um espago vetorial sobre R.

(a) V= R3> (331,y1, z1) + (332,92, 7)) = (331 + 2o, y1 + Y2, 21 + 22) € A(%?J) = (A, Ay, \z).

(b) V= {( CbL _ab ) | a,b e R}, operagoes usuais de M(R).
(c) V ={(z,y) € R*| 3z — 2y — 0}, operagdes usuais de R?.

(d) V={f:R—>R| f(—z) = f(x),Vz € R}, operagoes usuais de fungdes.
(e) V =P = {polinomios com coeficientes reais}, operagdes usuais de fungoes.
(F) V=R2 (x1,91) + (x2,92) = (221 — 2y1, 91 — 1) e Az,y) = (3\z, —\x).
(8) V=TR% (z1,y1) + (x2,92) = (21 + 22,51 + 12) e Az,y) = (Az,0).

(h) V ={(x,y,2,w) € R | y =z, 2 = w?}, operagoes usuais de R*.

(i) V=R xR*, (z1,11) + (22, %2) = (1 + 72, y192) e Mz, y) = Az, y").
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Secao 1.3

Exercicio 1.4. Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um subespaco
vetorial do espaco vetorial V. Caso nao sejam especificadas, as operagoes sao as usuais.

(a) V:MQ(R),W:{( a b) |a,b,ceR}.

(b) V=RYL W ={(x,2,y,y) | 7,y € R}.
(c) V =Pu(R), W = {p € Pu(R) | p(0) = p(1)}.

(d) V=R" W = {(x1,29,...,2,) | 11 + --- + anx, = 0}, onde ay,...,a, € R sdo
dados.

(e) V=M (R), W={X € M,x1(R) | AX =0}, onde A € M,,«, é dada.
(f) V=M,(R), W={A¢e M,(R) | At = A}
Exercicio 1.5. Verifique em cada um dos itens abaixo se V. =U @& W.

(a) V=R, U={(z,y) € R* |22+ 3y =0}, W ={(z,y) e R* |z —y = 0}.

b 0 0 0 e
(b)* V = Ms(R), U = 0 ¢ ||abecdeRy W= f g 0 ]lefghicR
0 d h 7 0

o O 2

Exercicio 1.6. Em cada um dos itens abaixo, encontrar os subespagos U +W e U N W,
onde U e W sao subespacos do espaco vetorial V' indicado.

(a) V=R U={(z,y) eR* |y =0}, W = {(z,y) € R* | = = 2y}

(b) V:MQ(R),U:{(S 2>|a,beR},W:{(8 2) |c,d€]R}.

Secoes 1.4 e 1.5

Exercicio 1.7. Para cada um dos subconjuntos S C V', onde V é o espaco vetorial
indicado, encontrar o subespago gerado por S, isto é, [S].

(a) S=1{(1,0),(2,—-1)}, V = R2.
(b) S={(1,1,1),(2,2,0)}, V = R3.
(c) S={1t,t3,1+}, V =P3(R).

@5 {( 1) (4 D)} -

Exercicio 1.8. Em cada um dos itens abaixo, encontrar os subconjuntos S do espaco
vetorial V que geram U, W, UNW e U + W.

(a) U =[(1,0,0),(1,1,1)], W = [(0,1,0),(0,0,1)] V = R?.
() U={(z,y,2) €R® |z +y =0}, W=][(1,3,0),(0,4,6)], V = R®.
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(€) U={AcMR)|A = A}, W= [((1) 1)],1/:1\42(1&).

Exercicio 1.9. Sejam U, V e W os seguintes subespacos do R?: U = {(x,y,2) | * = 2},
V={(z,y,2) |[r=y=0} e W ={(x,y,2) | z+ y+ 2z = 0}. Encontre os subconjuntos S
de R3 que geram esses subespacos. Verifique que U+V =R3, U4+W =R3 e V +W = R3.
Em algum os casos a soma e direta?






Capitulo 2

Base e dimensao

2.1 Dependéncia linear

Seja V' um espaco vetorial sobre R.

Definigao 2.1.1. Dizemos que um conjunto L = {uy,us,...,u,} C V é linearmente
independente (L.1.) se a combinagao linear cyuy + - -+ + a,u, = 0, com «; € R, s6 for
satisfeita quando oy = s =--- =, = 0.

Definigao 2.1.2. Dizemos que um conjunto L = {uy,us,...,u,} C V é linearmente
dependente (L.D.) se ndo for L.I, ou seja, se é possivel encontrar nimeros reais oz, . . ., @y,
nao todos nulos tais que aquq + - - - + a,u,, = 0.

Observagao 2.1.3. Convencionaremos que o conjunto vazio () C V') é L.I..

Exemplo 2.1.4. O conjunto L = {(1,1,0,0),(0,2,1,0),(0,0,0,3)} C R* ¢ L.I..

Pois, se
«(1,1,0,0) + 5(0,2,1,0) +~(0,0,0,3) = (0,0,0,0),
entao
a=0
a+268=0 o,
B=0 = a=p0=v=0.
3y=0
Exemplo 2.1.5. O conjunto {1,z,z% 2+ z + 22} C P3(R) é L.D..
Pois, se
a-1+p-x+y-2>+6-2+x+22%) =0
entao

a+26+ (B+8)x+ (y+28)z* =0.

Pelo principio de igualdade de polinomios, temos

a+26=0 a=—20
B+6=0 =< f=-0
v+26=0 v =-=26

que admite outras solugoes, além da trivial.
Portanto, o conjunto é L.D..

23



24 CAPITULO 2. BASE E DIMENSAO

Vejamos, agora, algumas propriedades da dependéncia linear.
Propriedades 2.1.6. Seja V' um espaco vetorial sobre R.
P1. Se um conjunto finito S C V' contém o vetor nulo, entao S é L.D..

P2. Se S={u} CVeu#0,entdo S éL.I.

P3. Se S ={uy,...,u,} CV éL.D., entdo um de seus vetores é combinacao linear dos
outros.

P4. Se S; e S5 sao subconjuntos finitos e nao vazios de V', se S; C S5 e S; é L.D., entao
Sy também é L.D..

P5. Se S e S5 sao subconjuntos finitos e nao vazios de V', se S; C Sy e Sy é L.1., entao
S1 também é L.I..

P6. Se S = {uy,...,u,} ¢ L.I. e para um certo u € V tivermos S U {u} L.D., entao
u € [9].

P7. Se S ={uy,...,uj,...,u,} eu; € [S — {u;}], entdo [S] =[S — {u;}].
P8. Se S ={uy,...,u,} é LI, entdo cada v € [S] se escreve de maneira tnica.

Demonstragao:

P1. Faca como exercicio.

P2. Suponhamos au = 0. Como u # 0, entao o = 0 conforme ja vimos nas propriedades
de espagos vetoriais (Propriedade 1.2.1 item 3).

P3. Por hipdtese, existem ay, ..., a, € R, nem todos iguais a zero, de modo que

Uy + agg + - - - + apu, = 0.

Suponha que a; # 0, entdo existe a;* € R. Multiplicando a igualdade acima por esse
inverso, teremos

(%) Qap Qo Ay,
U+ —u+--+—u,=0 = uy=—""uU— -+ — —uU,
aq aq aq aq
o que mostra que u; é combinacao linear de us, ..., u,.
Procedemos de modo andlogo quando «; # 0.
P4. Suponhamos Sy = {uy,...,u.} e Sy = {uy, ..., up,tups1,...,u;}. Por hipdtese,
existem aq, ..., a, € R, nao todos nulos, tais que

aug + -+ apu, = 0.
Dai,
arug + -+ oty + 0upy g + - -+ Ouy = 0.

Como nem todos os escalares que aparecem nesta ultima igualdade sao nulos, segue que
S, ¢ L.D..
P5. Se S; fosse L.D., o mesmo aconteceria com Sy (devido a P4). Portanto, S; é L.I..
P6. Por hipétese, existem aq, ..., a,,a € R, nao todos nulos, tais que

a1y + - - + apu, + au = 0.
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Afirmagao: o # 0.

De fato, se a = 0, teriamos aju; + - -+ + a,u, = 0. Como S é L.I., entao a; = --- =
a, = 0. Dai, se « =0, entao a; = --- = o, = @ = 0, 0 que é uma contradicao.

Sendo o # 0, existe a™! € R e, assim,

Portanto, u € [S].

P7. Vamos supor, sem perda de generalidade, que 7 = 1.
Claramente, [S — {u1}] C [5], pois S — {u;} C S.
Por outro lado, dado um vetor u € [S], temos

u=ouy + -+ au, (o €R). (I)
Porém, u; € [S — {uy}], por hipGtese, entao
u = Poug + -+ Bou, (B € R). (II)
Substituindo (II) em (I),
u = ap(fotia + - -+ + Ppun) + oty + - - - + Qplly.

Dai
u= (P2 + ax)ug + -+ (@16, + an)uy, € [S — {wr }].

Logo, [S] C [S — {u1}].
Portanto, vale a igualdade [S] =[S — {u1}].
P8. Basta mostrar que se

Uy + -+ agu, =0 = frug 4 -+ Buuy

entao a; = B, j =1,...,n.
Temos
(a1 — f)ur + -+ (ay — Br)un, =0

e, como S ¢é L.I., entao a; — 8; = 0, isto é, a; = B, para todo j =1,...,n.

Exemplo 2.1.7. (Exemplo de uso da propriedade PT7)
Considere o seguinte subespaco vetorial de R*:

S =[(1,1,0,0),(0,1,0,2), (0,0,1,0), (0,2, —1,4)].

Note que
(0,2,—-1,4) =2(0,1,0,2) — (0,0, 1,0).

A propriedade P7 nos garante, entao, que

S =1(1,1,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,0)].
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2.2 Base de um espaco vetorial finitamente gerado

Definicao 2.2.1. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre R e B C V um
subconjunto finito. B é base de V| se:

(a) [B] =V;
(b) BéLlL.
Exemplo 2.2.2. V =R? B = {(1,0),(0,1)}. B ¢ uma base de V.
Mais geralmente,

Exemplo 2.2.3. B = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} é uma base de R™.
Essa base é chamada de base canonica do R™.

Exemplo 2.2.4. V =P,(R), B={l,z,...,2"}. B é uma base de V.
Essa base é chamada de base canonica de P,(R).

Exemplo 2.2.5. V =C, B = {1,i}. B é uma base de V.
Observacao 2.2.6. Existe mais de uma base para o mesmo espaco vetorial.
Teorema 2.2.7. Todo espaco vetorial finitamente gerado sobre R admite uma base.

Demonstragao:

Seja V' o nosso espaco vetorial finitamente gerado sobre R. Dividiremos a prova em
duas etapas.

Se V = {0}, entao B = () é base de V, pois

(a) 0 é L.I. (por convengao);

(b) [0] = {0}

Suponhamos, agora, que V' # {0}. Como V ¢é finitamente gerado, existe S C V finito,
S # (), tal que V = [S]. Como S é finito e nao-vazio, existem subconjuntos finitos L.I.
e nao-vazios de S. Tomemos um deles com o maior ntimero possivel de elementos e
indiquemos por B.

Afirmacao: B é base de V.

De fato,

(a) B é L.L., pela escolha de B.

(b) V = [B], pois:

[B]CV,jdque BCV.

Para a outra inclusdo, note que para qualquer v € S — B, BU{u} é L.D.. Logo, pela
propriedade 2.1.6 item P6, u € [B]. Dai,

S=(S-B)UBCB].

Entao

Logo, V = [B].
Portanto, o resultado segue.
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2.2.1 Processo pratico para determinar uma base de um su-
bespaco vetorial de R”

Nesta secao, veremos um dispositivo pratico para achar uma base de um subespago de R"”
a partir dos seus geradores.

Seja V' = [uq, ..., u,] um subespago do espago vetorial R™ sobre R. Esse processo se
baseia em trés observagoes:

(I) Permutar dois vetores nao altera o subespago gerado.

(II) Para todo a € R, tem-se a igualdade:

Vi=lug, .oty U+t U
(III) Se wy,...,u, se apresentam na forma escalonada, ou seja, se o nimero de zeros
iniciais de us é maior do que o de u; e assim sucessivamente, entao {uy,...,u,} é

L.I.

Exemplo 2.2.8. Seja V = [(2,1,1,0),(1,0,1,2),(0,—1,1,4)] C R*. Na pratica, formamos
com esses vetores as linhas de uma matriz simbdlica e aplicamos as “operagoes” (I) e (II)
até obtermos a situacdo da hipétese de (I1I):

2 1 10 1 0 1 2
1 0 1 2 HTe 2 1 10
0 -1 1 4 0 -1 1 4
) 1 0 1 2

(Rubese g )y

0 -1 1 4

10 1 2

e 01 -1 —4

00 0 0

Temos entao
V =1(1,0,1,2),(0,1,-1,—4),(0,0,0,0)].

Como o vetor nulo pode ser retirado do segundo membro dessa ultima igualdade, entao
V =1(1,0,1,2),(0,1,—1,—4)].

Levando em conta (IIT), concluimos que {(1,0, 1,2), (0,1, —1,—4)} é uma base de V.

2.3 Dimensao

Teorema 2.3.1 (Teorema da Invariancia). Em um espaco vetorial V' # {0} finitamente
gerado toda base possui o mesmo numero de elementos.

Demonstragao:
Sejam {uq,...,u,} e {vy,...,v,} bases de V. Suponhamos que n > m e mostremos
que isto implicard que {uy,...,u,} é L.D., o que contraria o fato de ser uma base.
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Como {vy,...,v,} gera V| podemos escrever
Uj = QU1+« - -+ QiU
para cada 1 < j <n. Assim,

Tiu+ o Fxpu, =0 & o1 <Z ozﬂv,) +t oz, (Z aimvi> =0

i=1 i=1

= <Zl’j0&1j) (e R (Zl’j@mj) Um =0
j=1 j=1

n
Como {vy,...,v,,} é L.I., entao ijaij = 0, para todo 1 < i < m. Estas m equagoes
j=1
representam um sistema linear homogéneo com n incoégnitas. Como n > m, existe uma
solucao nao trivial, isto é, uma solugao zy,...,z, onde pelo menos um z; # 0. Assim,
{uy,...,u,} é L.D.; o que é uma contradigao.
O

A partir deste teorema, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.3.2. Seja V um espaco vetorial sobre R finitamente gerado. Denomina-se
dimensao de V (dim V') o nimero de elementos de uma base qualquer de V.

Diz-se, neste caso, que V' é um espago vetorial de dimensao finita.

Note: se V' = {0}, definimos dim V' = 0.

Definicao 2.3.3. Se um espaco vetorial nao é finitamente gerado, dizemos que possui
dimensao infinita.

Exemplo 2.3.4. Com base no que ja foi feito e visto anteriormente,
1) dimR"” = n.
2) dimP,(R) =n+ 1.
3) dim M,xn(R) =m - n.
4) dim P(R) = oo.

Teorema 2.3.5 (Teorema do Completamento). Seja V' um espago vetorial de dimensao

n. Se{uy,...,u.} CV éum subconjunto L.I. e r < n, entao existem U,i1,...,u, € V
tais que {uy, ..., Up, Ups1,..., Uy} € uma base de V.

Demonstragao:

Como r < n, existe u,y1 € V tal que {uy,...,u,,u,41} é L.I., pois caso contrério
{uy,...,u,} formaria uma base de V', o que é impossivel pois dimV =n > r.

Se r 4+ 1 =mn, entao {us, ..., u,, u,41} é uma base de V.

Se r 4+ 1 < n, entdo existe u,,o € V tal que {uy,..., U, upy1,urs2} é LI, pois caso
contrério {uy, ..., u,, u,,1} seria uma base de V', o que é impossivel pois dimV =n > r+1.

Repetindo os argumentos acima, encontramos 1, Uyy2, ..., U1k € V, onde r+k = n,
de forma que B = {uy, ..., Up, U1, ..., 7rsk} s20 LI e, como dimV =n =r + k, segue

que B é base de V. O
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Proposicao 2.3.6. Todo subespaco vetorial de um espago vetorial finitamente gerado é
também finitamente gerado.

Demonstragao:

Seja V' um espacgo vetorial finitamente gerado e W C V um subespacgo vetorial.

Se W = {0}, ndo ha nada a provar.

Se W # {0}, tomemos wy € W, wy; # 0. Se W = [w;], estd provado. Senao, existe
wy € W que nao é da forma Ajwy, isto é, {wy,ws} é L.I.. Se W = [wy, ws] estd terminado.
Sendo, existe wz € W tal que ws & [wy, ws]. E assim por diante. Esse processo deve parar,
senao haveria em V' um conjunto L.I. e infinito. O

Proposicao 2.3.7. Seja W um subespago vetorial de um espago vetorial finitamente

gerado V. Se dimW =dimV, entao W = V.

Demonstragao:

Pela proposi¢ao anterior, W ¢ finitamente gerado. Logo, W tem uma base. Como
dimV = dim W, toda base de W também é base de V. Logo, todo vetor de V' pertence a
W, ou seja, VC W,

Portanto, V = W. O

2.3.1 Dimensao da soma de dois subespacos

Teorema 2.3.8. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Se U e W sao subespagos
vetoriais de V', entdo

dim(UNW) +dim(U + W) = dimU + dim W.

Demonstragao:

Seja By = {v1,...,v,,} uma base de UNW. Como By é L.I.em U e em W, o Teorema
do Completamento nos garante que existem uq,...,u, € U e wy,...,w, € W tais que
By ={v1,...,0m,u1,...,u,} é base de U e By = {v1,..., U, wq,...,w,} é base de W.

Note que, com a notacao usada,
dim(UNW)=m, dimU=m+p, e dimW =m+q.

Afirmagao: B = {v1,...,Unm, U1, ..., Up, W1,...,w,} é base de U + W.

(a) U+ W = [B].

Sejave U+ W. Entao v =u+w, com u € U e w € W. Sendo By e B3 bases de U e
W, respectivamente, temos

U= Qi+ -+ QpUm + frur + -+ Bpuy

w:Alvl+---+Amvm+’ylw1+...+fquq

com aivﬂj) Af7’7k eR.
Dai

v=u+w = (a1 +A)v1+- A+ (Q A+ A ) U 4 Brun + - -+ By + w1+ - - +ywy € [B].

Logo, [B]=U + W.
(b) B é L.
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Suponhamos que

a1u1+---+oépup+51w1+"‘+ﬁqwq+5lvl+"'+5mvm:0’ (*)

ou seja,
041u1+"‘+06pup+511)1+"'+5m’l)mjz\—ﬂ1w1—“-—ﬁqw%.
e ew

Logo,

—Brwy — - — Bawg, € UNW = [v1, ..., 0.
Assim, existem 7y, ..., 7, € R tais que

—frwy — -+ = Bgwg = 1v1 + -+ YU,

ou seja,

Brwy + - -+ + Bgwg + 101 + -+ YU = 0.
Como Bj é L.I., segue que /1 = --- =, =7 = -+ = 7, = 0. Assim, a equagao (x) se
reduz a

Qg + -+ Uy + 0101 + -+ 0 Uy, = 0.
Como By é L.I, segue que ¢y = -+ =a,, =03 = -+ = 0, = 0. Assim, B é L.I.
Portanto, dim(U + W) = m + p + ¢ e entao vale

dim(U 4+ W) +dim(U NW) = dim U + dim W.

Exemplo 2.3.9. Considere os seguintes subespacos vetoriais de R*:
U=1[(1,0,1,0),(0,1,0,0)] e W ={(z,y,2,t) | x+y=0}.
Determine dim(U N W) e dim(U + W).
e Note que B = {(1,0,1,0),(0,1,0,0)} é base de U (faga como exercicio). Logo,
dimU = 2.
e Quanto a W, temos
weW & w=(x,—x,z1), onde z,z,t € R
< w=ux(1,-1,0,0) + 2(0,0,1,0) + ¢(0,0,0, 1).
Logo,
w=|[(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)].
Assim, C' = {(1,-1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} é uma base de W (mostre como
exercicio que é L.I.) e dim W = 3.

e Para U+ W, decorre da prépria defini¢ao de soma de subespagos que U+W = [BNC].
A partir disso, podemos achar uma base de U + W do seguinte modo:

1 0 10 1 0 10 1 0 1 0
0 1 00 0 1 00 01 0 0
1 =100 N 00 10| ™™o 0o 1 0
0 0 10 0 0 01 0 0 0 1
0 0 01 1 -1 0 0 0 -1 —1 0

10 1 0 1010

01 0 0 0100

PR L0 1 o0 [P o010

00 0 1 0001

00 —10 0000
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Logo,
U+W=][(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)]
e dim(U + W) = 4. Consequentemente, U + W = R%,
o dim(UNW)=2+3—4=1.

2.4 Coordenadas

Vamos trabalhar a partir de agora com bases ordenadas de um espaco vetorial V' sobre
R, que sao aquelas nas quais fixamos quem é o primeiro vetor, quem é o segundo vetor,
e assim por diante. A fim de simplificacao, diremos apenas “base” ao invés de “base
ordenada’”, porém estaremos assumindo sempre que temos a ordenacao.

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e B = {uy,...,u,} uma base de V,
entao todo elemento de v € V se escreve como

U:a1u1+"'+anun7

com «; € R, 7 = 1,...,n. Pela Propriedade 2.1.6 P8, os coeficientes ay,...,a, sao
unicamente determinados. Esses escalares sao denominados coordenadas de v com
relacao a base B.

Representamos as coordenadas de v com relagao a base B como

aq aq
vg = : ou : ,

o
"/ B

o segundo modo quando nao houver possibilidade de confusao. Essa matriz é chamada de
matriz das coordenadas de v em relacao a base B.
Note: se a base nao fosse ordenada, nao saberiamos qual seria o aq, 0 s e etc..

Exemplo 2.4.1. Mostre que B = {1,1 +¢,1 + t*} é uma base de Py(R). Encontre as
coordenadas de f(t) = 2+ 4t + t* em relagao a B.
A verificacao de que B é base é simples e fica como exercicio.
Agora, seja
2+ 4t+t=a-1+B(1+1)+~v(1+t%)

vamos encontrar «, 5 e . Temos

2+4t+t2 = (a+ B +7) + Bt + 4t

atf+y=2
= b =4 = a=-3, =4 e =1
v=1
-3
Portanto, a matriz das coordenadas de f(t) em relacao a B é 4
1
Ainda no exemplo, note que as coordenadas de f(t) em relagdo a base canonica
2
C = {1,t,t*} sao dadas por | 4
1

c
Observe que bases diferentes nos dao coordenadas diferentes para um mesmo elemento.
Pergunta: Ha uma relacao entre elas?
A resposta é que sim, conforme veremos a seguir.
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2.5 Mudanca de base

Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado de dimensao n e consideremos duas bases
de V: B={by,...,bp} e C=A{cy1,...,cn}.
Como B ¢ base, existem «;; € R, 1 <<, 5 <n, tais que

Cc1 = allbl + -+ anlbn
Cy = Oélgbl + -+ OZHan

ou cj:Zoz,;jbi (1=1,2,...,n)
i=1

Cp = alnbl + -+ annbn

Dessa forma, as coordenadas de cy,...,c,, com relagao a base B sao, respectivamente,
a1 a2 Aipn
Cip = : yCap = : yoeesCpp =
« « «
nl B n2 B nn B

Definicao 2.5.1. A matriz quadrada de ordem n

a1 o Qg
Cc _
Mg = ,
Qp1 - Qpp
cujas colunas sao formadas pelas coordenadas de cq,...,c, com relacao a base B, é

chamada de matriz mudanca de base da base B para a base C.

Exemplo 2.5.2. No espaco vetorial R?, considere as bases B = {(1,0,1), (1,1,1),(1,1,2)}
e C ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Encontre M.

Precisamos encontrar os «;; tais que
(1,0,0) = a11(1,0,1) + ao1 (1,1, 1) + a31(1,1,2)

(07 17 0) = alQ(]-a 07 1) + 0622(1, 17 1) + 0632(17 ]-7 2)
(O, 0, 1) = 0413(1, 0, 1) + 0523(1, 1, 1) + C(gg(l, 1, 2)

equivalentemente,

(11 + o1 + a1, o1 + asy, aq1 + aor + 2a1) = (1,0,0)
(11 + @91 + g1, o1 + @31, aq1 + g + 2a51) = (0,1,0)

(11 + o1 + a1, @91 + @z, 091 + Qo1 + 2a31) = (0,0, 1)

Note que cada linha acima representa um sistema de trés equacoes e trés incognitas.
Resolvendo o primeiro sistema:

o t+oag oz = 1 an +oag oz = 1
L1—L3—L3
a9 +az; = 0 ~ Qo1 + Qg =
a1 +as +2a31 = 0 -z = 1

= (0q1, 91, 031) = (1,1, -1).
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Resolvendo os outros dois sistemas (faga como exercicio), obtemos

(041270422,0432) = (—1, 170) € (041370423,0433) = (0, -1, 1)-
Portanto,
1 -1 0
M= 1 1 -1
-1 0 1

Exercicio 2.5.1. No exemplo anterior, encontre ME. M§ e MJ sdo iguais ou diferentes?
Observagao 2.5.3. Se B=C, M§ = ME =1d.

Pergunta: Existe uma relagao entre M§ e ME?
A resposta é que sim! Como veremos a seguir.

Proposicao 2.5.4. Sejam B, C e D bases de um espaco vetorial de dimensao n. Entao
ME = Mg - ME.

Demonstragao:
Sejam B = {by,...,b,}, C = {c1,...,cn} e D = {dy,...,d,}. Usando a notagdo
Mg = (ay;), ME = (8i;) e MF = (i), vemos que

Cj = Z aijbia dk = Z ﬂjkcj, dk = Z ’szbz (*)
=1 j=1 i=1

Assim,
de =) Birci = > Bik (Z aijbi) => (Z aijﬁjk) b;.
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Como {by,...,b,} é L.I., comparando com a ultima expressao de (), obtemos

n
Vik = Z%‘jﬁjm 1<,k <n.
j=1
Resta apenas lembrar que o lado direito da expressao acima representa o elemento da
i-ésima linha e da k-ésima coluna da matriz M§ - MZ. Portanto, MY = M§ - ME. O

Corolario 2.5.5. Sejam B e C' bases de um espaco vetorial de dimensao n. Entao a
matriz M§ possui inversa e esta inversa é dada por ME, isto ¢,

(ug) " = v
E vice-versa: (MJCB)_1 = M§.

Demonstragao:
Pela proposicao e pela observacao anteriores, temos

MG -ME=ME=1d, e M5 -M§=MS=1Id,.

Portanto, o resultado segue. O
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Exemplo 2.5.6. No Exemplo 2.5.2 anterior, encontre M& usando o Corolério 2.5.5.

1 -1 0 100
ME= (M) | 10 L
-1 0 1 ;001
1 -10}1 0 0 110,100
L1-L2—L2 —9 1 : 1 =1 0 LS =L 0 =2 1: -1 0
~1 0 110 0 1 0 -1 171 0 1
1 -1 0 | 1 0 0 1 -1 0 7 1 0 0
L2—213—13 0 -2 1 ! 1 -1 0 L3+12—1.2 0 -2 0 | 0 -2 =2
0 0 -1 1! -1 -1 =2 00 -1} -1 -1 =2
1 -1 0 | 1 0 0 1o o0} 1 1 1
—L2/212 0 1 0 ! 0 1 1 L2+L1—L1 01 0 ! 0 1 1
0 0 —-11! -1 -1 =2 00 -1 -1 -1 =2
100111
Lo 010}01°1
0011112
Portanto,

111
ME=1011
11 2

Vejamos agora como as coordenadas de um vetor qualquer de um espaco vetorial se
relacionam com respeito a duas bases desse espaco.

Sejam B = {by,...,b,} e C ={ci,...,c,} bases de um espago vetorial V' de dimensao
finita n. Dado v € V, sejam

1 Y1
vp = : e v =
x
as suas coordenadas com relagao as bases B e C, respectivamente. Se M§ = («;;)

n

representa a matriz de mudanca da base B para a base ', entao como ¢; = E a;;b;,
i=1
j=1,...,n, obtemos

dmbi=v=> yic;=> vy (Z Oéz'jbi) => (Z %‘%‘) b;.
=1 7j=1 7j=1 =1 1 7j=1

1=

Como {by,...,b,} é L.I., segue que

n
€r; = E Qij, 2217,71
=1

Estas n equagoes podem ser escritas na seguinte forma matricial

Q1 Qp2 cc O n T

Qp1 Qpg - Qpp Yn L,
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ou
vp = Mg *Ve.

Resumindo:

Proposicao 2.5.7. Sejam B e C bases de um espaco vetorial V de dimensao finita. Se
vp e vo representam as coordenadas de um dado vetor v € V' com relagdo as bases B e C,
respectivamente, e se M§ é a matriz de mudanca de base da base B para a base C, entdo

VB = Mg - VUe.

— = o

1 1
Exemplo 2.5.8. Em R3, sejam 0 2 a matriz de mudanca de B para C' e
1 1
2
—1 | as coordenadas de um vetor u em relagao a base C'. Determine as coordenadas
1
desse mesmo vetor em relagao a base B.

1 21 2
Temos M5 = 0 1 2 |euc=| —1 |. Assim,
1 11 1
1 21 2 1-242-(=1)+1-1 1
ug=[01 2 1 |l=(o0o2+1-(-1)+21 | =1
111 | 1241 (=1)+1-1 2
2.6 Exercicios
Secao 2.1
Exercicio 2.1. * Mostre que {0, uq,...,u,} C V é um conjunto L.D., onde 0 é o elemento

neutro do espaco vetorial V.

Exercicio 2.2. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S do espaco
vetorial V' é L.I. ou L.D.

(a) S={(1,2),(-3,1)}, V =R
(b) S={1+t—1t*2+45t—9t*}, V =P(R).

05 -{(34 1)-(4 §)}v-mem

(d) §=1{(1,2,2,-3),(-1,4,-2,0)}, V =R%

~—

1 -1 -1 0
o o o |,| 10
1 1 1 1

(e) S=

o ot O

2 0
0 7| b,V =M(R).
0 1

O W =
o = O

Exercicio 2.3. Mostre que o conjunto {1,sin? z, cos> 2} de vetores de C([—m,7]) é L.D..

Exercicio 2.4. Suponha que {vy,...,v,} é um subconjunto L.I. de um espago vetorial.
Mostre que {ajvy,...,a,v,} também é L.I., desde que os escalares a; sejam todos nao
nulos.
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Secoes 2.2 e 2.3

Exercicio 2.5. Verifique se os elementos de B = {1 + 2,1 — x,1 — 2%} formam uma base
de Py(R).

Exercicio 2.6. Encontre uma base para o subespaco vetorial de R?® dado por U =
[(1,0,1),(1,2,0),(0,2,—1)].

Exercicio 2.7. Mostre que o subconjunto {1,i} é uma base de C sobre R.

Exercicio 2.8. * No espaco vetorial R?, considere os seguintes subespacos:
U={(r,y,2) eR* |2 =0} e V=[(1,2,0),(3,1,2)].
Determine uma base e a dimensao dos subespacos U, V, U+ V eUNV.

Exercicio 2.9. Dar uma base e a dimensio do subespaco W de R*, onde W = {(x,y, 2,t) €
RY|2—y=yex—3y+t=0}

Exercicio 2.10. No espaco vetorial R3, considere os seguintes subespacos:
U={(r,y,2) eR’ |2 =0},V ={(n,y,2) e R* |y — 22 =0} e W =][(1,1,0),(0,0,2)].

Determine uma base e a dimensao dos subespacos: U, V., W, UNVeV+WeU+V +W.

Secoes 2.4 e 2.5

Exercicio 2.11. Determine as coordenadas do vetor u = (—1,8,5) € R? em relacao a
cada uma das bases abaixo:

(a) base canonica.
(b) {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
(c) {(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}.

Exercicio 2.12. Determine as coordenadas de p(t) € P3(R), dado por p(t) = 10 + 2 4 23,
t € R, em relagao as seguintes bases de P3(R):

(a) base canonica.
(b) {1, 1+61+t+21+t+2 483}
(c) {4+1,2,2—12t+3}.

5

. : 2 -
Exercicio 2.13. Determine as coordenadas do vetor ( 8 7 ) € M(R) em relagao as

seguintes bases de Ms(R):

(a) base canonica.

o 8)- (o) (1))}
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Exercicio 2.14. * Considere as bases B = {ej,ez,e3} e C = {g1, g2, 93} de um espago
vetorial V' relacionadas da seguinte forma:

g1 =e€1+ e —e3
go = 2es + 3e3
g3 = 3e; +e3

(a) Determine as matrizes mudanca da base B para a base C, isto é, M§, e da base C
para a base B, isto é, M§.

(b) Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagao a base B, isto é, (v)p, é dada por

encontre a matriz das coordenadas de v em relagao a base C, isto é, (v)c.

N W

(c) Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagao a base C, isto é, (v)¢, é dada por
2
3 encontre a matriz das coordenadas de v em relagdo a base B, isto é, (v)g.
—1

Exercicio 2.15. Considere as bases ordenadas B = {1,1+t,1+?} e C = {1,t,t*} de
Ps(R).

(a) Determine as matrizes mudanca da base B para a base C, isto é, M§, e da base C
para a base B, isto é, M§.

(b) Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagao a base B, isto é, (v)p, é dada por

1
—4 | encontre a matriz das coordenadas de v em relagao a base C, isto é, (v)¢.
6

(c) Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagao a base C, isto é, (v)¢, ¢ dada por
8
—1 | encontre a matriz das coordenadas de v em relagao a base B, isto é, (v)p.
3

Exercicio 2.16. Considere o seguinte subespaco de M;(R):

W:{(‘ZC ZL{) GMQ(RHx—y—z:O}.

(a) Mostre que B dada pelas matrizes

11 10 00
s=(o0)m=(10)2-(5 1)

e C' dada pelas matrizes

10 0 —1 0 0
a=(in) (1) e=(0)

sao bases de W.
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(b) Encontre as matrizes de mudanga da base B para a base C' e da base C para a base
B.

(c) Encontre uma base D de W, tal que a matriz

P =

O O =
w O =
= NN O

seja a matriz de mudancga da base D para a base B, isto é, P = M5.



Capitulo 3

Transformacoes lineares

Neste capitulo, estudaremos aplicagoes que nos dao correspondéncias entre espagos vetoriais.

3.1 Definicao, exemplos e propriedades

Definicao 3.1.1. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R. Uma aplicacao T': U — V ¢é
uma transformacao linear de U em V se, e somente se,

(a) T(Ul + UQ) = T(ul) + T(UQ), Vul, Uy € U;
(b) T(au) =aT(u), Va e ReVu e U.

No caso em que U =V, uma transformacao linear 7' : U — U é chamada também de
operador linear.

Exemplo 3.1.2. 0: U — V dada por 0(u) = 0 (vetor nulo de V'), para todo u € U, é
uma transformagcao linear, chamada de transformagao nula.
De fato,

(a) O(u; +u2) =0=0+0=0(uy) + 0(uz), Yuy, uy € U,
(b) O(au) =0=a-0=al(u), Va e ReVu e U.

Exemplo 3.1.3. [ : U — U dada por I(u) = u, para todo u € U, é uma transformagao
linear, chamada de transformacao identidade (ou operador idéntico).
De fato,

(a) ](U1+U2) = U + Ug :[<U1)+[<U2), Vul,uz € U;
(b) I(au) = au=al(u), Va € ReVYu e U.

Exemplo 3.1.4. T : R?* — R? dada por T'(z,y,2) = (z,2z — 2), para todo (z,y, z) € R3,
¢ uma transformacgao linear.
De fato,

(a) Sejam uy = (901,3/1721) e Uy = (T2, Y2, 22) €m R3>
T(ur +u2) = T(x1+ 22,91 +y2, 21+ 22) = (X1 + 22, 2(21 + 22) — (21 + 22))
= (C(]l, 2[E1 — Zl) + (ZL‘Q, 21’2 — 22) = T(Ul) + T(Ug)

39
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(b) Dados @ € R e u = (z,y,2) € R?,

T(au) =T(ax, ay,az) = (ax, 200 — az) = oz, 2z — z) = a1 (u).

Exemplo 3.1.5. T : P,(R) — R"™! dada por T(ag + a1z + - - - + a,2") = (ag,ay, ..., a,)
¢ uma transformacao linear.
Faca a justificativa como exercicio.

Exemplo 3.1.6. T : P, (R) — P,(R) dada por T'(f(t)) = f'(t) (derivada de f(t)) é uma
transformacao linear.

De fato, a derivada da soma de dois polinomios ¢é igual a soma das derivadas e a
derivada do produto do polinomio por um nimero € igual a esse niimero multiplicado pela
derivada do polinomio.

Exemplo 3.1.7. T : R? — R dada por T'(z,y, z) = £+ y+ 2z +4 nao é uma transformagio
linear.
De fato, dados uy = (1, y1, 21) € uz = (72,92, 22) em R3, temos que

T(U1+U2)=I1+$2+y1+y2+21+22+4

enquanto
T(ur) +T(ug) =21+ 22 +y1 + 92+ 21 + 22 + 8.

Logo, T(uy + ug) # T(uq) + T (uz).

Exemplo 3.1.8. T': R? — R? dada por T'(x,y) = (y°, ) nao é uma transformacio linear.
De fato, se u; = (z1,y1) e uy = (72,%2) pertencem a R?,

T(ug +uz) = T(z1+ 22,01 +y2) = (1 + 92)2, x1 + )
= (v, 21) + (3, 22) + (2u192,0) # T(u1) + T'(u2).

Propriedades 3.1.9. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e T': U — V uma trans-
formacao linear. Valem as seguintes propriedades:

P1. 7(0) = 0.
P2. T(—u) = —T(u), Yu € U.
P3. T(uy —ug) = T(u1) — T(uz), Yuy,us € U.

P4. Se W é um subespago vetorial de U, entao T'(W) = {T'(w) | w € W} é um subespago
vetorial de V.

P5. Se L ¢ um subespago vetorial de V, entdao T™'(L) = {u € U | T(u) € L} é um
subespago vetorial de U.

P6. T <Zazuz> = ZCY,LT('LLZ), VC(Z‘ € R, Vul € U, 1= 1, coe .
=1

i=1
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Demonstragao:
P1. Temos
TO)+0=T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0).

Somando —7'(0) a ambos os lados, temos 0 = T'(0).
P2. Temos

Tw)+ (-T(u)=0=T0)=T(u+ (—u)) =T(u) + T(—u).

Somando —7'(u) a ambos os lados, temos —71'(u) = T'(—u).
P3. Faca como exercicio.
P4. Sabemos que T(W) = {T(w) | w € W}.
(a) Como T'(0) = 0, entao 0 € T(W).
(b) Sejam vy, vy € T(W), entao vy = T'(wy) e vy = T'(we), com wy,wy € W. Logo,

V1 + Uy = T(wl) + T(w2) = T(w1 + wg),

onde a ultima igualdade vale pois T' ¢é linear. Como w; + wy € W, pois W é subespago de
U, entdo vy + vy € T(W).
(c) Sejam v € T(W) e a € R, entdo v = T'(w), com w € W. Logo,

av = aT(w) = T(aw),

onde a ultima igualdade vale pois T' é linear. Como aw € W, pois W é subespaco de U,
entdao av € T(W).

P5. Note: ue T7Y(L) & T(u) € L.

(a) 0 € T7Y(L), pois T(0) =0 € L, j& que L é subespago de V.

(b) Sejam uj,us € T~'(L), entao T(uy),T(ug) € L e, como L é subespago de V,
T(uy) + T(ug) € L. Assim T'(uy + ug) € L, o que implica u; + ug € T-(L).

(c) Sejam u € T (L) e « € R, entdao T'(u) € L e, como L é subespago de V', oT'(u) € L.
Logo T(au) € L, o que implica au € T~(L).

P6. Por inducao sobre n. O
Proposigao 3.1.10. Seja U um espaco vetorial de dimensao finita com base {uy, ... u,}.
Toda transformagcao linear T : U — V fica determinada por T(uy),...,T(u,), ou seja,

conhecidos estes vetores, conhece-se T'(u) para qualquer u € U.

Demonstragao:
Como {uy,...,u,} é base de U, dado u € U existem ag,...,a, € R tais que u =
aug + - -+ au,. Desse modo,

T(u) =T(apus + -+ + apuy) = o T(ug) + - - + @, T(uy,),
onde a tultima igualdade vale pois T' ¢ linear. O

Exemplo 3.1.11. Encontre uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que T'(1,2) =
(3,—-1)eT(0,1) = (1,2).

Note que {(1,2), (0,1)} forma uma base de R? (verifique como exercicio). Se (z,y) € R?,
entao é facil verificar que

(r,y) = x(1,2) + (y — 22)(0,1).
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Assim, a transformagao T deve satisfazer
T(x,y) = T(x(1,2)+ (y —22)(0,1)) = 2T(1,2) + (y — 22)T(0, 1)
= z(3,-1)+ (y — 22)(1,2) = (v + vy, 2y — bz).
Portanto, a transformacao 7" : R? — R? dada por
T(z,y) = (x +y,2y — 5x)

é linear (verifique como exercicio) e satisfaz as condigoes pedidas.

3.2 Nicleo e Imagem

Definicao 3.2.1. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e T': U — V uma transformacao
linear.

1. Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto T'(X) =
{T'(z) | x € X}. Em particular, a imagem de 7 é dada por Im(T) = T(U) =
{TWU) |ueU}.

2. Se Y C V, definimos a imagem inversa de Y por T como sendo o conjunto
T Y)={ueU|T(u)eY}.

3. O nicleo de T ¢ o conjunto ker(T) = {u € U | T'(u) = 0}.

Note que ker(T) = T~ ({0}).
Observacao 3.2.2. ker(7) C U e Im (7') C V sao subespagos vetoriais.

De fato, isso segue: das Propriedades 3.1.9 itens P4 e P5; do fato que {0} CV e U CU
sao subespagos vetoriais; e do fato que ker(T') = T ({0}) e Im (T') = T(U).

Exemplo 3.2.3. Seja T : R*> — R? dada por T(z,y) = (x — 2y,0). Note que T é
uma transformagao linear (verifique como exercicio). Determine ker(T") e represente
geometricamente.
Seja u = (z,y) € R% Temos
S r-2y=0 & z=2.

Logo,
ker(T') = {(z,y) €e R? | = = 2y}
Y, Y,
R2 R2
T
i ker(T) TN
2 > T OQ >
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Note ainda que:
ker(T') = {(2y,y);y € R} = [(2,1)],
assim, B = {(2,1)} é base de ker(T') e, portanto, dimker(7") = 1.

Proposicao 3.2.4. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R e seja T : U — V uma
transformagao linear. Entdo T € injetora se, e somente se, ker(T') = {0}.

Demonstragao:

(=) Suponhamos que T é injetora.

Seja u € ker(T), entao T'(u) = 0. Mas, por P1 da Propriedade 3.1.9, T'(0) = 0. Assim,
T(u) =T(0). Como T é injetora, segue que u = 0. Logo, ker(7") C {0} e, como a outra
inclusao é sempre verdadeira, segue que ker(7') = {0}.

(<) Suponhamos agora que ker(7") = {0}.

Se uy,us € U, entao

T(ul) = T(Ug) = T(ul) — T(UQ> =0 = T(u1 — Ug) =0
= uy —uy €ker(T) = uy —uy =0

= U1 = Usg.

Portanto, T' é injetora. O
O teorema a seguir, que relaciona as dimensoes de ker(7T") e Im (7") nos casos em que
dim U ¢ finita, é bastante importante.

Teorema 3.2.5 (Teorema do Nicleo e da Imagem). Sejam U e V' espagos vetoriais
de dimensao finita e T': U — V' uma transformacao linear. Temos

dim U = dimker(7") + dim Im (7).

Demonstragao:

Seja By = {uy,...,u,} uma base de ker(7"). Pelo Teorema do Completamento, existem
v1,...,0s € U tais que By = {uy,...,u,,v1,...,0s} é uma base de U.

Afirmacao: C = {T(v1),...,T(vs)} é base de Im (7).

De fato,

(a) C é L.I.

Suponhamos /17 (vy) + - -+ + BT (vs) = 0, com fy,...+ s € R. Entao

BiT(v1) + -4 BT (vs) =0 = T(Brv1) + -+ T(Bsvs) =
= [+ -+ Bsvs € ker(T).

0 = T(Srvr+ -+ Bsvs) =0
Logo, existem «y,...,a, € R tais que
Brvr + -+ Bsvs = aqur + -+ + gy,
pois B gera ker(T'). Dali,
apug + -+ agu, + (=B1)vr + -+ -+ (= Bs)vs = 0.
Como B, é L.I., segue que ay = -+ = o, = 4 = --- = [, = 0. Em particular,

pr=0=--=0=0.
(b) C gera Im (7).
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Dado v € Im(7T), existe u € U tal que T'(u) = v. Mas B, gera U, entao existem
Qi ..., 0 B, ..., B € R tais que

u=oquy + - oty + froy + - Bvs.
Logo,
v = T(u) =T(aruy + -+ apu, + frog + - - + Bsvs)

= oT(w)+ -+ aT(u)+ BT (v) + -+ BT (vs)
- BIT(UI) +---+ /BST(US)

jé que uy, ..., u, € ker(T). Assim, Im (T") = [C].
Para terminar a demonstragao, basta observar que: como dimker(7") = r, dimU = r+s
e dimIm (7)) = s, entdo
dim U = dimker(7") + dimIm (7).
O

Corolario 3.2.6. Se U e V sao espacos vetoriais sobre R de dimensao finita tais que
dimU =dimV eseT : U — V € uma transformacdo linear, entao as sequintes condicoes
sao equivalentes:

(i) T ¢ sobrejetora;
(ii) T ¢ bijetora;
(tii) T ¢ injetora;
(iv) T leva bases de U em bases de V.

Demonstragao:
(i) = (ii) Se T é sobrejetora, entdao Im (7') = V e, pelo Teorema do Nicleo e da
Imagem,

dimU = dimker(7") + dim V.

Mas, como dimU = dim V', segue que dimker(7") = 0, isto é, ker(7T') = {0}. Logo, T é
também injetora e, portanto, T é bijetora.

(ii) = (iili) Imediata.

(iii) = (iv) Sendo B = {uy,...,u,} uma base de U, vamos mostrar que C' =
{T'(uy),...,T(u,)} é uma base de V.

Note que C tem exatamente n elementos (nenhum se repete), pelo fato de que 7 é
injetora. Basta mostrar entao que C' é L.I..

Sejam aq,...,q, € R tais que

arT(uy) + -+ a,T(u,) = 0.
Pela linearidade de T, segue que
T(oquy + -+ apuy,) =0 = agug + -+ + ayu, € ker(T).
Como T é injetora, ker(T") = {0}, entao

oauy + -+ apu, =0
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e, como B é L.I., concluimos que ay = --- = a,, = 0.

(iv) = (i) Sejav € V. Tomando B = {uy,...,u,} uma base de U, entdo nossa hipdtese
garante que T'(B) = {T'(uy),...,T(u,)} é uma base de V. Logo, v é combinagao linear
dos elementos de T'(B), ou seja,

v=a1T(uy) + - + T (uy),
com aq,...,a, € R. Como T é linear,

v="T(aus + -+ anu,) = velm(T).

cU

Assim, V C Im (7). Como Im (T") C V sempre, segue que Im (7") = V. Portanto, T é

sobrejetora. O

Exemplo 3.2.7. Sejam A = ( (1) ? ) e T : My(R) — My(R) uma transformacao linear

dada por T(X) = AX — X A. Encontre o nicleo e a imagem de 7.

Ntcleo:
Temos que X € ker(T) se, e somente se, AX = XA. Assim, se X = < OCL 2 ) temos

que X € ker(7T) se, e somente se,

1 2 a b\ (a b 1 2 o a+2c b+2d\ [ a 2a+b
0 1 c d) \c d 0 1 c d “\ ¢ 2c+d

a+2¢c = a

b+2d = 2a-+b _ 0 o 0= d
c = ¢
d = 2c+d

Logo,

= (30) () ()
- [(19)-(2 )]

Temos que Y = ( i g) ) € Im (T') se, e somente se, existir X = ( e d ) tal que
Y = AX — XA, isto é,

x Yy - 1 2 a b\ (ab 1 2

Z w o 01 c d c d 01
- a+2c b+2d [ a 2a+b\ [ 2c 2d—2a
o c d c 2c+d )  \ 0 —2c

- zc((l) _01>+2(d—a)(8 (1))
=0={(o 5)(00)]

Dessa forma

Imagem:

Assim,



46 CAPITULO 3. TRANSFORMACOES LINEARES

Outra maneira de encontrar a imagem:
Podemos usar a demonstracao do Teorema do Nticleo e da Imagem. Isto é, sabemos que

{( é ? ) , ( 8 é )} ¢ uma base para ker(T') e, como no referido teorema, podemos

completé-la até uma base de Ms(R) como, por exemplo,

o) (aa) (Vo) (o)}

E, pelo mesmo teorema,

f((1o)=G %) e () =(a0)

formam uma base para Im (T), ou seja,

= [(3 %) (8 0] =[085 (08

3.3 Isomorfismos e Automorfismos

Definicao 3.3.1. Um isomorfismo de um espacgo vetorial U em um espaco vetorial V'
¢ uma transformacao linear 7' : U — V que ¢ bijetora. No caso em que U = V|, um
isomorfismo 1" : U — U é chamado de automorfismo.

Exemplo 3.3.2. O operador idéntico [ : U — U dado por I(u) = u, para todo u € U, é
um automorfismo de U.

Exemplo 3.3.3. T : P;(R) — R? dada por T'(a + bt) = (2a,a — b) é um isomorfismo.

Pois:

(i) T é transformacao linear (verifique como exercicio);

(ii) T ¢ injetora;

De fato,

ker(T) = {a+btePi(R)|T(a+0bt)=(0,0)}

= {a+bt €Pi(R)]| (2a,a—0b) =(0,0)} ={a+bt € Pi(R)|a=0eb=0}
= {0}

Como dimP;(R) = dimR? = 2 e T' é uma transformacao linear injetora, segue, do

Corolario 3.2.6, que T' é bijetora.
Portanto, 1" é isomorfismo.

Proposicao 3.3.4. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Se T : U — V é um
isomorfismo, entao T :V — U também é isomorfismo.

Demonstragao:

A bijetividade de 7! segue do fato de T ser bijetora. Resta apenas mostrar que 7"~*
¢ uma transformacao linear.

Sejam vy, vy € V', como T é sobrejetora, existem wuy,us € U tais que T'(u1) = vy e
T(uz) = vy, e ainda u; = T H(v1) e uy = T~ (vy). Assim,

T v +va) = THT(ur) +T(ug)) " =TT (g + )
= U] t+uUy = T_I(U1> + T_I(Ug).
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Sejam o € R e v € V, como T é sobrejetora, existe u € U tal que T'(u) = v e
uw="T""v). Assim,

T~ av) = T7Y(aT(u) " ‘= T7Y(T(ou))
au = ol (v).
Portanto, 7! é um isomorfismo. O

Definigao 3.3.5. Dizemos que os espacos vetoriais U e V' sao isomorfos se existir um
isomorfismo 7' : U — V (e, consequentemente, 7! : V' — U).

E possivel estabelecer uma caracterizacao para os isomorfismos entre espagos vetoriais
de dimensao finita, em termos da dimensao. O lema a seguir nos levara a isso.

Lema 3.3.6. Sejam U eV espagos vetoriais sobre R. Se dimU =n e B = {uy,...,u,}

¢ uma base de U, entao, para toda sequéncia vy, ...,v, de vetores de V', a aplica¢ao
T:U —V dada por
n n
T (Z ozz-ui) = Z a;U;
i=1 i=1
é linear e T'(u;) = v;, i = 1,...,n. Além disso, se G : U — V ¢é linear e G(u;) = v,
1=1,...,n, entao G=T.
Demonstragao:
E fécil ver que T, da forma que foi definida, é linear (verifique como exercicio!).
Vamos mostrar que T'(u;) = v;, i = 1,...,n.

Note que, para i =1,
Tu)=T1 - uy +0-ug+---+0-u,)=1-v,4+0-v34+---4+0-v, =0,
Analogamente, T'(us) = vy, ..., T(u,) = vy.

Agora, seja w € U, entao w = E a;u; de maneira tnica. Dali,
i=1

G(w) G éénear Z aZG(ul) G’(ulz):vl Z 3 T(’U/l:):UZ Z alT(ul)
=1 =1 =1

— T <Z ogiui) = T(w).

Como w é arbitrario, segue que G =T O
Note: Os v;’s ndo necessariamente sao distintos entre si, mas os u;’s sao (pois B é

base).

Teorema 3.3.7. Dois espacos vetoriais U eV de dimensao finita sao isomorfos se, e
somente se, dimU = dim V.

Demonstragao:
(=) Seja T': U — V um isomorfismo. Entao ker(7') = {0} e Im (7") = V. Do Teorema
do Ntcleo e da Imagem,

dimU = dimker(7) + dimIm (7)) =0+ dim V = dim V.
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(<) Sejam B = {uy,...,u,} e C = {vy,...,v,} bases de U e V, respectivamente, e
consideremos 7' : U — V dada por

n n
T E QU4 :E ;U
i=1 i=1

conforme o lema anterior. Assim, T ¢ linear.

Tome w = Z a;u; € ker(T). Temos

=1

0="T(w) = Zn: Q;;.
i=1

Como C é L.1., a; =0, para todo i = 1,...,n. Logo, w =0 e T é injetora.
Como dimU = dimV e T é injetora, segue do Corolario 3.2.6 que T é bijetora.
Portanto, T' é isomorfismo. O

Corolario 3.3.8. Se V' € um espaco vetorial sobre R de dimensao n, entao V' € isomorfo
a R™.

3.4 Operagoes com transformagoes lineares / O espago
vetorial L(U,V)

Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Denotaremos por L(U, V') o conjunto das trans-
formagoes lineares T': U — V. Quando U =V, denotaremos L(U,U) = L(U).

Nesta secao, veremos algumas operacoes nesse conjunto e mostraremos que ele também
é um espaco vetorial sobre R.

Definigao 3.4.1. Dadas T',S € L(U, V), definimos a soma T + S da seguinte maneira:
T+S:U—-V e (T+585)(u)=T(u)+S(u), Vu e U.
Note que a aplicagao assim definida também é uma transformacao linear, pois:
(a)

(T4 S)(up +uz) = T(ug+u)+ Sur +ug) = T(ur) + T(ug) + S(ur) + S(us)
T(ul) —+ S(ul) + T(UQ> -+ S(Ug)
(T + S)(ur) + (T + S)(u2)

(T+ S)(au) = T(au)+ S(au) = aT(u)+aS(u) = a(T(u)+ S(u))
= a(T + 95)(u).

Temos, assim, uma adi¢ao (7,5) — T+ S em L(U,V).
Para essa adicao, valem as seguintes propriedades:
(I) Associativa: T'+ (S + R) = (I'+ S) + R, para quaisquer T', S, R € L(U,V);
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(II) Comutativa: T'+ S = S + T, para quaisquer T, S € L(U,V);

(III) Existéncia de elemento neutro: a transformacao linear nula 0: U — V é tal que
T+0="T, para qualquer T' € L(U,V);

(IV) Para toda transformacao 7' € L(U, V) existe nesse conjunto a transformagao
oposta: (—=T) € L(U,V) tal que T+ (—=T) = 0.

Sugerimos a verificacao dessas quatro propriedades como exercicio!

Definigao 3.4.2. Dados T' € L(U,V) e A € R, definimos o produto \T' da seguinte
maneira:

N[:U—-V e (AT)(u) =T (u), YuelU.

Note que a aplicagdo \T" assim definida também é uma transformagao linear (verifique
como exercicio), ou seja, AT' € L(U, V).

Dessa forma, fica definida uma multiplicagao por escalar, que tem as seguintes proprie-
dades:

(1) INT = A(vT);

(IT) A +7)T = AT +~T;

(ITT) M(T' 4+ S) = AT + \S;

(IV)1-T =T;
quaisquer que sejam A,y € Re T,S € L(U,V).

Também sugerimos a verificacao dessas quatro propriedades como exercicio!

Segue do que vimos até aqui o seguinte resultado:

Proposigao 3.4.3. Se U e V sao espagos vetoriais sobre R, entio L(U,V') também é um
espaco vetorial sobre R.

Definicao 3.4.4. Se U é um espago vetorial sobre R, definimos o espago dual de U como
sendo U* := L(U,R), isto é, U* é formado pelas transformagoes lineares T : U — R. Estas
transformacoes lineares também sao chamadas de funcionais lineares definidos em U.

Teorema 3.4.5. Se U € um espaco vetorial de dimensao n e V é um espaco vetorial de
dimensao m, entao L(U,V') tem dimensao m - n.

Corolario 3.4.6. Se U ¢ um espaco vetorial de dimensao n, entao o seu dual U* também
tem dimensao n.

Observagao 3.4.7. Se B = {uy,...,u,} forma uma base de U, entdo os funcionais
lineares f1,..., f, : U — R dados por

fi(w) = fi(zrur + -+ aun) =25, j=1,...,n
formam uma base de U*. Essa base é chamada de base dual de B.

Exemplo 3.4.8. Considere a base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R?. Encontre a base
dual de B.
Dado (z,y,2) € R3, temos

(x,y,z) = 2(17 L, 1) + (y - Z)(l’ 170) + (l’ - y)(l,0,0)

(verifique como exercicio).
Desse modo, a base dual de B é dada por {f1, f2, f3}, onde

filz,y,2) =2, falz,y,2)=y—2 e fs(z,y,2)=2x—1y.
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Veremos agora mais uma importante operacao entre transformacoes lineares: a com-
posicao.

Definicao 3.4.9. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre R. Se T' € L(U,V) e S €
L(V, W), definimos a aplicagdo composta da seguinte maneira:

SoT:U—-W e (SoT)(u)=S5(T(u)), Vu e U.
Note que S oT € L(U, W) (verifique como exercicio).

Observagao 3.4.10. A operagao (S,7) — SoT em L(U) nao é comutativa em geral.
Por exemplo: considere T, S € £L(R?) dadas por

T(z,y) = (v +y,0) e S(z,y) = (,2y)

Entao
ToS(x,y) =T(5(x,y) =T(x,2y) = (x +2y,0)

SoT(x,y)=S(T(x,y)) =S +y,0)=(z+y,0)
Logo, ToS # SoT.
Proposigao 3.4.11. Sejam T € L(U,V), S€ L(V,W) e Re LIW,X), ondeU, V, W e

X sao espacos vetoriais sobre R. Entao
(RoS)oT =Ro(SoT).

Demonstragao:
Para todo v € U, temos

(RoS)oT(u) = (RoS)(T(u) =R(S(T(u)))
e, por outro lado,
Ro(SoT)(u)=R((SoT)(u)) =R(S(T(u))).
Comparando as expressoes, chegamos ao resultado desejado. O

Proposicao 3.4.12. Se S, T € L(U,V) e R € LI(V,W), onde U, V e W sao espacos
vetoriais sobre R, entao

Ro(S+T)=RoS+ RoT.

Demonstracao:
Faca como exercicio! O

Proposigao 3.4.13. Sejam U e V' espagos vetoriais sobre R. Se T € L(U,V) e Iy € L(V)
¢ a identidade em V| isto €, Iy (v) = v, para todo v € V', e Iy € L(U) € a identidade em
U, entao

IyoT =T e Toly=T.
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Observagao 3.4.14. No conjunto £(U) define-se potenciagao para expoentes naturais
da seguinte maneira:

T =1, T' =T, T*=ToT; T?=ToToT; ... ; T"=ToT" .
Contudo, para essa potenciacao, podemos ter resultados curiosos, como

T>=T, comT #TeT #—1I

T" =0, com T # 0.

Um operador T' € L(U) tal que T? = T chama-se idempotente (ou projegao).
Um operador 7' € L(U) tal que T™ = 0, para algum m € N, chama-se nilpotente.

Exemplo 3.4.15. F : R? - R? dada por F(z,y) = (0, ) é nilpotente, pois:
F*(z,y) = F(F(z,y)) = F(0,2) = (0,0) = 0(,y),
o que nos garante que F? = 0.
Exemplo 3.4.16. O operador derivagao D : P,(R) — P,(R) é nilpotente.
Exemplo 3.4.17. T : R? — R? dada por T(z,y) = (z,0) é idempotente, pois:
T*(z,y) = T(T(x,y)) = T(,0) = T(x,y),

o que nos garante que 72 = T.

3.5 Matriz de uma transformacao linear

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R de dimensao n e m, respectivamente. Tome as

bases B = {uy,...,u,} de U e C ={vy,...,v,} de V. Se T € L(U,V), podemos escrever
T(’U,J) :aljvl+"'+amjvm = Zaijvia ] — 17‘..’/)7,7
i=1

onde os a;; € R estao univocamente determinados.

Definigao 3.5.1. A matriz m x n sobre R

a1 Q2 - Qap
Qg1 Qg -+ Qap

= (),
Am1 Om2 - Qpp

que se obtém das consideragoes anteriores, é chamada matriz de T em relagao as bases
B e C e é denotada por [T]gc.
No caso em que U =V e B = (', usaremos a notagao [1]p.
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Exemplo 3.5.2. Encontre a matriz de T': R?* — R? dada por T(z,y,2) = (x + y,z — 2)
em relac@o as bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C = {(1,0),(0,1)}.

Temos
7(1,0,0) = (1,1) = 1-(1,0)+1-(0,1
7(0,1,0) = (1,0) = 1-(1,0)+0-(0,1
7(0,0,1) = (0,—1) = 0-(1,0)4+(=1)-(0,1)
Assim,

Moo= (1) %)

Exemplo 3.5.3. Encontre a matriz de T : R® — R? do exemplo anterior em relacao as
bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e ¢’ = {(1,1), (0, 1)}.
Temos
7(1,0,0) = (1,1) = 1-(1,0)+0-(0,1)
T(0,1,0) = (1,0) = (1,0) + (—=1)-(0,1)
T(0,0,1) = (0,—1) = 0-(1,0)+ (=1)-(0,1)

b

1-
1-

(verifique como exercicio).
Assim,

moe- (3 4 %)

Note que [T]p,c # [T]p,c-
Exemplo 3.5.4. Dada a matriz

12 3
M‘<010)

ache T € L(R? R?) de maneira que M = [T]p ¢, onde B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,2)} e
C = {(1,0), (1)},
Da definigao de [T]p ¢, devemos ter
7(1,0,0) = 1-(1,0)+0-(1,1) = (1,0)
7(0,1,0) = 2-(L,0)+1-(1,1) = (3,1)
T(0,1,2) = 3-(1,0)4+0-(1,1) = (3,0)

Agora, seja (z,y,2) € R3. Escrevendo na base B:

(x,y,2) = a(1,0,0) + 6(0,1,0) + (0, 1,2),

obtemosa:m,b:y—gec:g. Logo,

T(z,y,2) = T((x(1,0,0)+<y—§) (0,1,0) + 2(0,1,2))
— (1, 0)+(y—§> (3,1) +5(3,0)
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Vejamos a seguir algumas propriedades dessas matrizes.

Proposicao 3.5.5. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R, de dimensao finita, com bases
B e C, respectivamente. Se T, S € L(U,V) e A\, u € R, entao

[)\T + PJS]B,C = )\[T]BL' + M[S]B7C~

Demonstragao:
Colocando B = {u,...,u,}, C ={v1,...,0n}, [T]gc = (ayj) e [S]sc = (Bij), temos

(T + puS)(uy) = NT(u) + pS(u;)
)\(C‘élj?)1 + 4 amjvm) + N(ﬁljvl + -+ ﬁmjvm>
= (Aag; + pBiy)vi + - -+ (Ao + [18mj ) Vm
e, desse modo,

Aagr +pbu 0 Aaan + phbin

AT + uS]pc = = MTlp,c + ulS]sc.

)\aml + ,uﬁml e Aamn + ,U/an
O

Corolario 3.5.6. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R, de dimensdo finita, com bases
B e C, respectivamente. Se T € L(U,V') € a transformacao nula, entio [T]pc = 0.

Proposicao 3.5.7. Se B e C sao bases de um mesmo espago vetorial V' de dimensao
finita e I € L(V) € a identidade de V', entdo [I|pc = ME.

Demonstragao:
Sejam B = {uy,...,u,}, C ={v1,...,v.}, [I]gc = (a;;). Como

uj = I(u;) = aqv1 4 -+ - + Qjvn,
temos que [I]pc = ME, pela definigao de MF. O

Proposigao 3.5.8. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre R de dimensao finita. Sejam
TeLUV)eSeLV,W). SeB,C eD sdio bases de U, V e W, respectivamente, entdo

[S ©) T]B,D == [S]C,D . [T]B,C-

Demonstragao:
Coloquemos B = {uy,...,u,}, C ={v1,...,vnte D ={ws,...,w,}. Se [T]|p,c = ()
e [Sle.p = (Br), entdo

SoT(u;) = S(T(uj)) = S(Zai]’vi> = Z@ijs(vi) = Z%‘j (Zﬁkﬂ%)

= (Z @m‘az‘j) W
=1

k=1

Portanto,

[SoT|pp = <Z 5]@%5) = [Slep - [T)B,c
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Proposicao 3.5.9. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R, de dimensao finita, com bases
B e C, respectivamente. Se T € L(U,V) possui inversa T, entdo

[T e.s = [T]p0-

Demonstragao:
Seja n = dimU = dim V. Temos

Tse- [T Nes=[ToT Noe=cc = I

Analogamente,
Portanto,

|

Proposicao 3.5.10. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R, de dimensao finita, com
bases B e C, respectivamente. Se T' € L(U,V') e u € U, entao, representando por T'(u)c e
up as coordenadas dos vetores T(u) e u nas bases B e C, respectivamente, temos

T(U)C = [T]B,C up.

Demonstracgao:
ai
Sejam B = {uy,...,u,}, C =A{v1,...,on}, [T)Bc = (ij) e up = : . Temos

Qn

Tw) = T(agus+ -+ apu,) = aT(ur) + -+ a,T(uy)
ar (o1 + - F QU)o ap (@101 F o+ Qi Un)

= (a1a11 + -+ apa1n)v1 + -+ (@11 + - F Q) U,
ou seja,

a1y + 00 F apQy Qir ot Qg ay

isto é,

a

Teorema 3.5.11. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre R, de dimensao finita, com bases
B e C, respectivamente. Entao T € L(U,V') é um isomorfismo se, e somente se, [T]|p ¢
POSSUL INMVETSG.

Demonstragao:
(=) Se T é um isomorfismo, entao, pela Proposigao 3.5.9, [T]5 ¢ possui inversa dada
por [Tﬁl]QB.
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(<) Reciprocamente, suponha que [T']p ¢ possui inversa. Nesse caso, [T]|g ¢ é uma
matriz quadrada e, entao, dimU = dim V. Assim, para mostrar que 7' é isomorfismo,
basta mostrar que 7' é injetora (usando o Corolario 3.2.6).

Se T'(u) = 0, entao

up = [T)gle - T(w)e = [Tz 0=0.
Assim, u = 0 e, portanto, T" € injetora. O

Exemplo 3.5.12. Verifique se T : R? — P;(R) dada por T'(z,y) = = + (x + y)t é um
isomorfismo. Se sim, encontre 77!,
Considere as bases canonicas B = {(1,0), (0,1)} e C = {1,t} de R? e P;(R), respecti-
vamente. Como
T(1,0)=1+t e T(0,1)=t=04+t

a matriz de T com relacao a essas bases é dada por

[T]B,c=<1 (1))

Note que det([T']5,c) = 1 # 0 e, assim, [T] g ¢ possui inversa. Logo, T' é um isomorfismo.
Calculemos a inversa dessa matriz:
1 0
-1 1 /"

]_ O : 1 0 L2—L1—L2 ]. O
11101 01

Assim,
a5~ (2 V)
Dai,
T7'1) = 1-(1,0)=1-(0,1) = (1,-1)
T7't) = 0-(1,0)+1-(0,1) = (0,1)
Portanto,

T a+bt)=a-(1,-1)+b-(0,1) = (a,—a +b).

O proximo resultado busca responder a seguinte pergunta: sejam U um espago vetorial
sobre R de dimenséao finita, B e C' duas bases de U e T' € L(U). Quando mudamos da
base B para a base (', o que acontece com a matriz de T'?

Teorema 3.5.13. Sejam U um espago vetorial sobre R de dimensao finita. Se T € L(U)
e B e C sao bases de U, entao

[Tle = ME - [T - Mg.

Demonstragao:
Como ME = [I|pc e M§ = [I]c.p, entdo

ME - [Tg- Mg =Upc- [Tl - Ues = Use - [Tlos = [Tlee-
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Exemplo 3.5.14. Considere B = {(1,1),(1,—1)} base de R* e T' € L(R?) tal que

mB:(gg).

Encontre [T, onde C' é a base canonica de R?.

Como
1 1 1 1
1,0) = —=(1,1 —(1,—1 0,1)=—-(1,1) — =(1, -1
(LO)= (L0 +5(0L,-1) e (0.1)=301)-5(1,-1)
obtemos
Mg— (7 2 e ME=(MS) = (1 !
D A R
Assim,

[T1o=M£-[T1B-Mg:(

— =
-
[u—

~__

VR
o =
(@2 M e}
~_
7N
N[ —DO | —
I N[ =
N
~_

Il

VR
|
o w

|

o [\]
~~

Note ainda que

T(x,y) = T(x(1,0)+y(0,1)) = =-T(1,0)+y-T(0,1)
) +y(=2(1,0) +3(0,1))

z(3,-2) +y(—2,3) = (3z —2y,3y — 2z).

I
8
—~
w
=
)
~— ~—
I
[\
—~
(==

3.6 Algumas transformacoes do plano no plano

1. Reflexao em torno do eixo x

A transformagao T : R* — R? dada por T'(z,y) = (z,—y) é um automorfismo (verifique
como exercicio!) que reflete um ponto P do plano em torno do eixo z.

R2 Y, Y, R2
n P :.(:1:0', Z/o) T
N T
> 0 > T
0 Zo 0
—Yo ®
T(P) = (l’oa *yo)

2. Reflexao em torno do eixo y

A transformagao T : R? — R? dada por T(z,y) = (—x,y) é um automorfismo (verifique
como exercicio!) que reflete um ponto P do plano em torno do eixo y.
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R? Y Y R2
P = (o, T(P) = (—x,
ol . D (0 w) T TP =) |
: TN g
0 Zo v —x9 O v

3. Expansao e Contragao

Sejam A € R% (X fixo) e uma transformacao 7 : R* — R? dada por T'(z,y) = Az, y) =
(Axz, \y). T é um automorfismo e é chamada de contra¢do ou expansao, de acordo com o
valor de \:

e Se 0 < A <1, T échamada de contracao.

e Se A > 1, T é chamada de expansao.

Exemplo 3.6.1. Represente geometricamente a imagem de A = [0, 1] x [0, 1] pela trans-
formacao T : R? — R? dada por T'(z,y) = 3(z,y).

Y, R2 Y R2

T(1,1)

(1,0)  (1,1)

(0, 0)| (1,0)

0 1

4. Cisalhamento (Horizontal)

Seja a € R (a fixo). A transformagao T : R? — R? dada por T(z,y) = (x + ay,y) ¢ um
automorfismo e é chamada de cisalhamento horizontal.

Exemplo 3.6.2. Represente geometricamente a imagem de A = [0,1] x [0, 1] pela trans-
formagao T : R? — R? dada por T(x,y) = (z + 3y, y).
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Yy R?2 Y, R2
T
N
1 1
A (A
s - T - T
0 1 0 1 2 3 4

5. Cisalhamento (Vertical)

Seja b € R (b fixo). A transformacao T : R? — R? dada por T'(z,y) = (z,y + br) é um
automorfismo e é chamada de cisalhamento vertical.

Exercicio 3.6.1. Represente geometricamente a imagem de A = [0,1] x [0,1] pela
transformacao T : R* — R? dada por T'(z,y) = (z,y + 3x).

6. Rotacao de um angulo ¢

A transformacao T : R? — R? dada por

cosf) —sind z\1° . .
T(z,y) = [( sind  cosd )(y)} = (zcosf — ysinb,ycos + xsinb)

¢ um automorfismo e rotaciona uma figura em R? em um angulo 6.

Exemplo 3.6.3. Tome 6 = g e represente geometricamente T(A), para A como na figura:

Y,y R?
1 ¢y 5

A

: . -
0 1

T
Para 0 = BL temos

T T T .
T(z,y) = <x cos 5 —ysing,ycos 5 + xsin 5) = (—y, ).
Note que
T(0,0) = (0,0), T(1,1) = (—-1,1), T(2,0) = (0,2).

Assim, podemos representar T'(A) da seguinte maneira:



3.7. EXERCICIOS 59

Y, R
2
(T(A) 1
> T
—1 0

3.7 Exercicios

Secao 3.1

Exercicio 3.1. Verificar se a aplicagao F : R® — R? definida por F(z,y,2) = (2,2 +y) é
linear.

Exercicio 3.2. Verificar se a transformagao F' : R — R dada por F(z,vy, 2) = —22+3y+7z
é linear.

Exercicio 3.3. Quais das seguintes aplicacoes de R em R3 sao operadores lineares?

(a) Fi(z,y,2) = (z —y,z+y,0).
(b) Fy(z,y,2) = 2z —y + 2,0,0).
(c) F3(z,y,2) = (z,2,2).

(d) Fy(z,y,2) = (22% + 3y, 7, 2).

Exercicio 3.4. Seja F': R? — R3 o operador linear definido na base canonica da seguinte
forma:

F(1,0,0) = (2,3,1), F(0,1,0) = (5,2,7), F(0,0,1) = (—2,0,7).

Determine F'(z,y, 2), onde (z,y,2) é um vetor genérico de R3. Mostre que F é, de fato,
um operador linear.

Exercicio 3.5. Determinar uma aplicacdo linear T : R?* — R? tal que

T(1,0,0) = (1,2), T(0,1,0) = (3,4), T(0,0,1) = (0,0).

Secoes 3.2 e 3.3

Exercicio 3.6. Determinar o nticleo das transformacoes lineares abaixo e descreva-os
geometricamente:

(a) T:R* -5 R, T(x,y) =y + 2.
(b) T:R* =R, T(x,y,2) = 2z — 2.
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(c) T:R? - R T(x,y) = (2x + 2y, z + y).
(d) T:R* =R T(z,y) = (v +y,2 —y).
(e) T:R* >R T(x,y,2) = (2 —x,2 — 2z, 2 — 3x).

Exercicio 3.7. Seja F' : R® — R? a transformacao linear dada por F(z,y,2) = (z +
Y, 20 —y+ 2).

(a) Dar uma base e a dimensao de ker(F).
(b) Dar uma base e a dimensao de Im (F).

Exercicio 3.8. Determinar bases para o ntcleo e para a imagem das transformacgoes
lineares abaixo:

(a) T:R* =R’ T(v,y,2) = (v +y,27 + y, 37 + ).
(b) T:R* >R, T(x,y) =y + 2z.

(¢) T Ma(R) = My(R), T(X) = AX, onde A = ( v )

(d) T : My(R) = My(R), T(X) = AX + X, onde A — ( - )

Exercicio 3.9. Determinar um operador linear em R* cujo niicleo é gerado pelos vetores
(1,1,0,0), (0,0,1,0).

Exercicio 3.10. Determinar um operador linear em R? cujo nicleo é gerado pelos vetores
(1,1,0), (0,0,1) e a imagem é gerada pelo vetor (1, —1,1).

Secao 3.4

Exercicio 3.11. Sejam F': R? — R? e G : R? — R? as transformacoes lineares definidas
por F(z,y,z) = (x+vy,2) e G(z,y,2) = (z,y — z). Determine as seguintes transformagoes
lineares de R?® em R%:

(a) F+G;
(b) 2F — 3G.

Exercicio 3.12. Sejam F': R*> - R e G : R — R as transformacoes lineares definidas por
F(z,y) =z + 2y e G(x) = 2z. Determine a transformagao G o F'.

Exercicio 3.13. * Considere F, G € L(R?) definidos por F(z,y) = (z —y,z) e G(z,y) =
(x,0). Determinar:

(a) 2F + 3G:;
(b) FoG:
(c) GoF;
(d) F*
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(e) G2

Exercicio 3.14. Seja F' € L(R?) definida por F(x,y,2) = (3z,z — y,2x + y + z). Mostre
que
(F?> —I)o (F —3I) =0 (operador nulo).

Exercicio 3.15. Mostre que os operadores F,G, H € L(R?) dados por F(z,y) = (x,2y),
G(z,y) = (y,z +y) e H(z,y) = (0,z) formam um conjunto L.I. em L(R?).

Exercicio 3.16. Determinar se os seguinte operadores lineares do R? sdao idempotentes
ou nilpotentes ou nenhuma das duas coisas:

(a) F(z,y,2) = (-2, —y, —2);
(b) F(z,y,2) = (z,2,y);
(c) F(z,y,2) = (2,0,2);
(d) F(z,y,2)=1(0,0,z).

Exercicio 3.17. Sejam F,G € (R®)* definidas por F(z,y,2) =x — 3y +2z e G(x,y,2) =
2z — y + z. Determine F' + G, 2F + 3G e os seus respectivos nucleos.

Exercicio 3.18. Determinar as bases duais de cada uma das seguintes bases:
(a) {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,2)} do R3;
(b) {(1,2).(0,1)} do R*;
(c¢) {(0,1,0,0),(2,1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,3)} do R*
(d) {1,t,1—¢*} de Pr(R).

Secao 3.5
Exercicio 3.19. Seja T : R? — R3 a transformacao linear dada por
T(x,y,z) = (x+2zy+zc+y+22)

Encontre as matrizes de T' com relagao a base canodnica, C, e com relagao a base B =

{(1,1,2),(-1,1,0), (—-1,-1,1)}.

Exercicio 3.20. Seja ' € L(R3 R?) definida por F(x,y,2) = (2, + y). Determinar
a matriz de F' em relacao as bases B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R® e C = base
canodnica do R2,

Exercicio 3.21. * Determinar as matrizes das seguintes transformagoes lineares em
relacao as bases canonicas dos respectivos espacos vetoriais:

(a) T:R* >R T(x,y,2) = (z + v, 2).
() T:R* =R, T(x,y,2,t) =2x+y— 2+ 3t.
(¢) T:R— R T(x) = (x,2z,3z).
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Exercicio 3.22. Seja T': Po(R) — Py(R) operador linear dado por (7'(p))(t) = p(t) —p(1),
p € Po(R). Se B={1,t —1,(t — 1)} e C = {1,¢,t*}, encontre [T]z ¢, [T]5 e [T]c.

Exercicio 3.23. Determinar o operador ' do R? cuja matriz em relacdo a base B =

won.are(y)

Exercicio 3.24. Seja T : R? — R? operador linear cuja matriz em relacao & base

B = {(1,0),(1,4)} ¢ [T = ( é } ) Determinar a matriz de 7" em rela¢do a base

canonica de R2.

Exercicio 3.25. * Verificar matricialmente de o operador linear F € L(R?) dado por
F(z,y,2) = (r — y,2y,y + z) é inversivel. Se for, ache F'~! também por meio de matrizes.

Exercicio 3.26. * Considere o operador linear em R? tal que
T(1,0,0)=(1,1,1), T(0,0,1) = (1,0,1), T(0,1,2) = (0,0,4).
T é um isomorfismo? Se sim, obtenha o isomorfismo inverso.

Exercicio 3.27. A aplicacao linear I : R?* — R?® dada por
F(1,0,0) = (1,1,0), F(0,1,0) = (0,0,1), F(0,0,1) = (1,~1,6)
é um isomorfismo?

Exercicio 3.28. Considere os operadores lineares F' e G do R? dados por F(x,y) =
(v,7 —y) e G(x,y) = (z + vy, 2x). Determinar as matrizes de F + G, 3F, Fo G e F? em
relacao a base canodnica.



Exercicios Resolvidos

Exercicio 1. Verifique se V = {(z,y,2,w) € R* | y = x, 2 = w?}, com as operagdes usuais
de R*, é um espaco vetorial sobre R.

Resolucao:

Note que (0,0,1,1) € V, mas —1-(0,0,1,1) = (0,0,—1,—1) ¢ V. Assim, V nao é
espaco vetorial.

Uma outra possibilidade de verificagdo seria a seguinte: (0,0,1,1) € V e (0,0,4,2) € V,
mas (0,0,1,1) + (0,0,4,2) = (0,0,5,3) ¢ V.

Exercicio 2. Seja A € M, (R) uma matriz quadrada de ordem n. Verifique se W = {X €
M, x1(R) | AX =0} é um subespaco vetorial de M,,»;(R), com as operagoes usuais.

Resolucgao:
SV1. Seja 0 = (0),,x1 a matriz n x 1 nula. Como A -0 =0, temos que 0 € W.
SV2 e SV3. Sejam X,Y € W e XA € R, temos

A(X +AY) = AX + A(\Y) = AX + MY =0+ 0 = 0.

Logo, X + \Y e W.
Portanto, W é subespaco vetorial de M, (R).

Exercicio 3. Encontre o subespago vetorial de M, (R) gerado por S = {( 8 é ) , ( _01 8 )}

Resolugao:
Temos que A € [S] se, e somente se, existem «, § € R tais que

A:a(g g)w(_ol 8):(_0/3 g).
- {(2 4 smnamini) (L) enes)

Exercicio 4. Sejam U = {p € Po(R) | p/(t) =0, Vi e R} e W = {p € P2(R) | p(0) =
p(1) = 0} subespagos vetoriais de V' = P,(R). Encontre uma base para U, W, UNW e
U + W, no caso em que nao se reduzam a {0}.

Logo,

Resolugao:
o U:

p(t) =ag+art +ast> €U & p'(t) =ay + 2ast =0
S a=a=0 < pt)=a < p(t) €ll].

63
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Logo, {1} é uma base de U e dim U = 1.
o I

p(0) =ap =0
p(l):a0+a1+a2:0
& plt)=ait —ait’ = ai(t —t*) & p(t) €t —t7.

p(t) =ag+ait +at? €W & {

Assim, {t —t*} é uma base de W e dim W = 1.

e UNW:

p(t) € UNW = [1]N[t—t?] se, e somente se, existem A, ;1 € R tais que p(t) = A = p(t—t?).
Claramente, isso s6 é possivel quando A = p = 0, ou seja, quando p(t) = 0.

Assim, UNW = {0} e dimU NW = 0.

e U+ W:

Temos

dim(U + W) =dimU +dimW —dimUNW =1+1-0=2
e como a soma é direta, podemos tomar {1,¢ — t*} como base de U + W.

Exercicio 5. Considere o seguinte subespago de Ms(R):

W:{(ﬁ ?Z) EMQ(RH:B—y—z:O}.

(a) Mostre que B dada pelas matrizes

11 10 0 0
me(on)m(h0) 2= (ah)

e C' dada pelas matrizes

10 0 —1 0 0
a=(ia)e=(Vy)e=()

sao bases de W.

(b) Encontre as matrizes de mudanga da base B para a base C' e da base C' para a base

B.

(c) Encontre uma base D de W, tal que a matriz

P =

o O =
w o =
— N O

seja a matriz de mudanga da base D para a base B, isto é, P = M5.

Resolucao:

(a)
_(* Y —
A_<z t)eW@x—y—l—z.
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Assim, A € W se, e somente se, existirem y, z,t € R tais que

(3 3) (1) ()
[ D)1 )]

Note ainda que B é L.I., pois

Oé<(1) (1])—1-5(1 8)+/\<8 [1)):(8 8) S a=0=X1=0.

Portanto, B forma uma base de W. Além disso, dim W = 3.
Como C' é formado por trés vetores de W e dim W = 3, basta verificar que C' é L.I..
De fato,

(10) (0 (0 ) =0 ) (s ) =(00)

o a=f=A=

isto é,

Portanto, C' forma uma base de .
(b) Note que

Cl - B2
Cy = —Bi+ B
Cs B3
Logo,
0 -1 0
M=11 1 0
0 0 1
Quanto a MJ, vemos que
B, = C,—0Cy
By = ()
By = Cj
Logo,
1 10
ME=1 -10 0
0 01

(Ou entdao ME = (M§)™1).
(c) Seja D = {Dy, Dy, D3} C W de modo que D ¢é base e ME = P. Isto ocorre se, e

somente se,
Bl - 1D1 + OD2 + OD3 - Dl

BQ = 1D1+0D2+3D3:D1+3D3
By = 0Dy +2Dy+ 1D3 = 2Dy + D5
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ou seja,
o= (33)
o - 25 (1)
e A e C R
Portanto,

11 0 0 —3
= 3
={(aa) (5 1) ()
Exercicio 6. Encontre uma base para o ntcleo e outra para a imagem de T : Py(R) —

PQ(R) dada por T(p) — p/ _’_p//'

Resolucgao:
Note que

N =

p(z) = ag + a1x + axx® €kerT < (a; +2a92) +2a3 =0 & a; = ay = 0.
Dessa forma,
kerT = {p € P2(R) | p(z) = ap} = [1]
ou seja, o polinémio 1 é uma base de ker 7.

Como {1,x,2?} é uma base de Po(R) que completa a base de ker T, temos, pela
demonstracao do Teorema do Nucleo e da Imagem, que

T(x)=1 e T(2*)=22+2
formam uma base de Im7T.

Exercicio 7. (a) Determinar uma transformagao linear linear 7' : R* — R? cujo nticleo
seja gerado pelo vetor (1,1,0).

(b) Determinar uma transformagao linear linear 7' : R® — R3 cuja imagem seja gerada
pelos vetores (1,2,0) e (1,1,1).

Resolucao:

(a) A ideia a ser usada na resolucao esté contida na demonstragao do Teorema do
Ntcleo e da Imagem.

O conjunto {(1,1,0),(0,1,0), 0, ,1)} é uma base de R? que completa a base {(1,1,0)}
de ker T'. Se tomarmos 7°(0,1,0) e 7°(0,0, 1) linearmente independentes teremos uma base
de Im7T'. Facamos entao:

T(0,1,0) = (1,0) e T(0,0,1) = (0,1).

Como
(x,y,2) =x(1,1,0) + 2(0,0,1) 4+ (y — 2)(0, 1,0),
entao
T(z,y,2z) = «T(1,1,0)+ 27(0,0,1) + (y — z)T(0,1,0)
z(0,0) + 2(0,1) 4+ (y — z)(1,0)
= (y—u=x,2).
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(b) Como {(1,2,0),(1,1,1)} é L.I. (verifique!), o subespago gerado por estes vetores
tem dimensao 2. Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,

dimR? = dimker T + dimIm7T < 3 =dimkerT +2 < dimkerT = 1.
Definamos, por exemplo,
T(1,0,0)=(1,2,0), 7(0,1,0)=(1,1,1) e T(0,0,1)=(0,0,0).

Ou seja,
T(x,y,z) =x(1,2,0) +y(1,1,1) = (z + y, 2z + y,y)

¢ linear e satisfaz a propriedade desejada.

Exercicio 8. Mostre que F : R* — R? dada por F(x,y,2) = (z + 2z, — 2,y) é um
automorfismo. Determine F'~ 1.

Resolugao: e F ¢ linear (verifique!).
e Vamos determinar ker F":

r+2=0
F(z,y,2) =0 < r—z=0 & (z,y,2) =(0,0,0).
y=0

Logo, ker FF = {(0,0,0)} e F ¢é injetora. Como F : R? — R3 e dimR?® = dimR3, pelo
Corolario 3.2.6 segue que F' é um automorfismo.
e Supondo F~(z,y,2) = (a,b,c), entao (z,y,2) = F(a,b,c) = (a+ c,a — ¢, b). Logo,

atc=zx
T+y r—y
a—c=y < a= , b=z c¢= .
2 2
b=z

Portanto

Note: outra forma de fazer seria usando a forma matricial da transformacao.

Exercicio 9. Seja T : P3(R) — P2(R) dada por T'(p(z)) = p'(z). Encontre a matriz de T’
com relac@o as bases canonicas de Ps(R) e P(R).

Resolugao: Temos

T(1) = 0 = 0+ 0x + 022
T(r) = 1 = 1+0x+ 02
T(z*) = 2 = 0+ 27+ 027
T(x*) = 32® = 0+ 0z + 32°

Logo, a matriz de T com relacao as bases canonicas é dada por

o o o
O O =
oo O
w O O
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Exercicio 10. Determine o operador linear F': R? — R? cuja matriz em relacao & base

B={(1,1),(1,2)} ¢ (1 g)

Resolugao: Pela definicao de matriz de uma transformacao linear, temos:

Escrevamos (x,y) como combinagao linear da base B:

r=a+b
y=a-+2b
Sa=2r—y e b=y—ux.

(z,y) =a(1,1)+0(1,2) = (a+ b,a +2b) & {

Portanto,

F(Z’,y) = (2[K—y)F(1,1) + (y—l‘)F(l,Z)
= (20 -9)(2,3) + (y —2)(2,4)
= (22,2 +y).



Capitulo 4

Espacos com produto interno

4.1 Produtos internos

Em Geometria Analitica, é comum ver o conceito de “produto escalar” em R? e R?, a
saber:

(21,22, 23) - (Y1, Y2, Y3) = T1y1 + ToYo + x3Ys, V(x1, 22, 23), (Y1, Y2, Y3) € R

Vamos generalizar essa definicao, visando introduzir, entre outras coisas, o conceito de
“distancia” em situacoes bem gerais.

Definicao 4.1.1. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Um produto
interno sobre V' é uma aplicacdo que a cada par (u,v) € V' x V associa um numero real,
denotado por (u,v), satisfazendo as seguintes condigoes:

(a)
(b)
(c)
(d)

O espaco vetorial V' munido de um produto interno é chamado de espaco euclidiano.

(u+v,w) = (u,w) + (v,w), Yu,v,weV;
(au,v) = alu,v), Ya€ReVuveV;
(u,v) = (v,u), Yu,v e V;

{

u,u) > 0, se u # 0.

Observacgao 4.1.2. Existem varios produtos internos diferentes sobre um mesmo espaco
vetorial.

Exemplo 4.1.3. Produto interno usual do R™.
(a) Seu=(z1,...,2,) ev=(y1,...,Yn) sdo vetores genéricos do R", entao
(u,v) = <U,U> = Y1 + -+ TnlYn

¢ um produto interno no R".

(Verifique as 4 condigoes como exercicio!)

(b) Com relagao ao produto interno do item (a), calcule ((1,—1,1),(0,2,4)).

Temos:
<(1,—1,1),(0,2,4)> :1-O+(—1)-2+1-4:2.

69
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Exemplo 4.1.4. (a) Em R3, defina

T1Y1 T2Y2 T3Y3

_9 =
<(:L‘17x27x3)7(y1ay 793» 2 + 3 + 4

A aplicacao acima define um produto interno em R3.

(Verifique as 4 condigoes como exercicio!)

(b) Com relagao ao produto interno do item (a), calcule ((1,—1,1),(0,2,4)).

Femos: 1.0 (-1)-2 1-4 1
1,—1.1 92.4)) = — ) B
<(7 Y )’(O’ ) )> 2 + 3 + 4 3

Exemplo 4.1.5. Sobre o espaco P, (R), a aplicacao dada por:

(f(£),9(t)) = (f(2),9()) :/0 f(t) - g(t)dt

é um produto interno, onde f(t) e g(t) sdo polinémios quaisquer de P, (R).

Propriedades 4.1.6. Seja V' um espaco vetorial euclidiano. Valem as seguintes proprie-
dades:

P1. (0,u) = (u,0) =0, VYuelV.

P2. (u,av) = a(u,v), VaeReVuvelV.
P3. (u,v+w) = (u,v) + (u,w), Vu,v,weV.
P4. Dados m,n € N*,

(S 3 ) =353t
i—1 j=1

i=1 j=1

Demonstragao:
P1. J4 sabemos que 0 - u = 0, para todo u € V. Logo,

(0,u) = (Ou, u) Oy (u,u) = 0.

Como (u,0) = (0, u), entao (u,0) = 0.

P2. (u,av) © (o, u) U a(v, u) © alu,v).

P3. (u,v + w) © (v+w,u) @ (v,u) + (w,u) © (u,v) + (u, w).

P4. Basta fazer for indugao (primeiro em m, depois em n) com base nas condigdes (a)

e (b) e em P2 e P3.
O

Observacao 4.1.7. 1. Quando nos referirmos a R” como espago euclidiano, fica su-
bentendido que o produto interno é aquele do Exemplo 4.1.3, chamado de produto
interno usual do R".

2. Das propriedades anteriores e da definicao, podemos observar que o produto interno
é linear em cada variavel (chamado bilinear).
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4.2 Norma, distancia e ortogonalidade

Norma
Definicao 4.2.1. Seja V um espaco euclidiano. Para cada u € V', definimos o niimero
ul| = V/{u, w)
o qual chamamos de norma de u.
Note: (u,u) > 0, por isso podemos extrair a sua raiz quadrada.

Exemplo 4.2.2. Em R", com o produto interno usual, a norma de v = (z1,...,z,) é

dada por
full = /a3 + - +22.

Proposicao 4.2.3. Seja V' um espago vetorial euclidiano. Temos:
1. llowl| = o] - |Jull, VueV, VaeR.
2. |jul| >0, YuelV.

3. |Ju|| = 0 se, e somente se, u = 0.

4. [{(w,v)| <|lu|| - ||v]], VYu,v eV (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).
5. |Ju+|| <|lul| +|v]], Yu,v €V (Desigualdade triangular).
Demonstracao:

L [laul] = \/au, au) = /o> (u, u) = |aly/{u, u) = |a] - [Jul|

2. Imediata, pois raiz quadrada ¢ nao negativa.

3. Se u =0, entao ||u|| = 1/(0,0) = 0.
Reciprocamente, se u # 0 entao (u,u) > 0 e ||u|| = \/{u,u) > 0.
4. Se v =0, entao (u,v) =0 e [|u]| - ||v]| = 0. Logo, tem-se uma igualdade neste caso.

Suponha que v # 0. Para todo a € R, temos ||u + av||*> > 0. Logo,
0 < (u+av,u+av) = (u,u) +2(u,v)a + (v,v)a” = [Jul|* + 2a(u, v) + ||v][*a”.

Como [[v]|? # 0, obtivemos um trinémio do segundo grau em «, o qual e sempre
positivo. Dessa forma,
A = (2{u,v))* = 4ol "llul* < 0,

ou seja,
(u, 0)* < (o]l - [l .
Extraindo a raiz quadrada, obtemos
[(w, v)] < ] - [o]].
5. Usaremos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
llu+]> = (u+v,u+0v)= {u,u) + {(u,v) + (v,u) + (v,v)
= [Jul® + |[v]]* + 2{u, v)
<l + ol =+ 2f[ull[Jo]] = (full + [lol])*.
Portanto,
[u+ol| < ful] + []v]].
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Exemplo 4.2.4. Em R", a Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que
(@1y1 + -+ 2pyn)? < (] -+ 2h) (Y yn):

Essa desigualdade também ¢é conhecida como Desigualdade de Lagrange.
Exercicio 4.2.1. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Entao:

(@) [Ju+v]]?+ [Ju—2||*=2(||u||* + ||v||*) (Identidade do Paralelogramo).

(b) [lu+v|* = [lu—v[]* = 4(u, v).
Distancia
Definicao 4.2.5. Seja V um espaco euclidiano. Dados u,v € V, definimos a distancia

entre eles como
d(u,v) = [Ju —v]].

Propriedades 4.2.6. Num espaco euclidiano V' temos:

P1. d(u,v) >0, YuelV.

P2. d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.

P3. d(u,v) = d(v,u)

P4. d(u,v) < d(u,w) +d(w,v), Yu,v,w e V.

Dessas propriedades, podemos dizer que a aplicacao d : V' x V — R é uma métrica
sobre V| induzida pela norma.

Exemplo 4.2.7. Em R* com o produto interno usual, calcule a distancia entre os pontos
u=1(1,1,3,2) e v =(2,2,1,0).
Temos

d(u,v) = [lu—v|| = /1 =22+ (1 —22+3—-1)2+ (2—0)2 = V10.

Angulo

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V ambos nao nulos. Pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, temos

[(w, o) < Jull - Jol] & =[Jull - [[ol] < (u,v) <Jul] - ||v]]

s —1< {u, v) <1

= Ll Aol T

Logo, existe um tnico 0 € [0, 7] real tal que

(u, v)

cosf) = ————" .
[ul] - [|v]]

Este nimero 6 é chamado de angulo entre u e v.
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2

Exemplo 4.2.8. Em V = C([0, 27]; R), defina (f, g) = f(z)g(x)dx. Calcule o angulo
0
entre as fungoes f(x) =sinx e g(z) = cosz.

Temos
27

=0.

2w
. . . o .9
(sin, cos) = / sin x cos xdr = 5 s
0 0

T
Assim, cos = 0 e, portanto, 0§ = 5

Ortogonalidade

Definigao 4.2.9. Seja V' um espaco euclidiano. Dizemos que dois vetores u,v € V sao
ortogonais se (u,v) = 0.
Notagao: u L v.

Diremos que um conjunto S = {us,...,u,} C V é ortogonal se u; L u; quando
R

Diremos que um conjunto ortogonal S = {uy,...,u,} C V é ortonormal se ||u;|| = 1,
j=1,...,n.

Diremos que u € V' é ortogonal a um subconjunto nao-vazio S de V se u for ortogonal
a todos os elementos de S.
Notacao: u L S.

Exemplo 4.2.10. No espaco euclidiano R? o conjunto S = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} ¢
ortonormal.
Por exemplo,

1(1,0,0)]| = V12 + 02+ 02 =1

((1,0,0),(0,1,0)) =1-04+0-14+0-0=0.
Em geral, o conjunto
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}
¢ ortonormal no espago euclidiano R", para todo n > 2.

Observagao 4.2.11. 1. Seu =0ouv =0, entao u L v. Seu # 0 e v # 0, entao
T

u L v se, e somente se, o angulo entre u e v é 5

2. Se S ={uy,...,u,} CV éum conjunto ortogonal com u; # 0, j = 1,...,n, entao
”Z—iH, e HZTH é um conjunto ortonormal.
Proposicao 4.2.12. Todo conjunto ortonormal S = {uy,...,u,} contido num espago

vetorial euclidiano € necessariamente L.1..

Demonstragao:
Se ajuy + -+ + ayu, = 0, entao tomando o produto interno desse vetor com wu; e
lembrando que (uy,u;) = |Jur||* =1 e (ug,u;) =0, se j = 2,...,n, obtemos

0=1{(0,u1) = (Qrus + - -+ + aplp, u1) = ay{us, uy) + - -+ + @, (u,, u1) = .

De maneira analoga, se prova que as = az =+ = «,, = 0.
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Definigao 4.2.13. Se V é um espago euclidiano de dimensao n e B = {uy,...,u,} for
um conjunto ortonormal, entao diremos que B é uma base ortonormal de V.

Proposigao 4.2.14. Sejam V' um espaco euclidiano e U = [uy, ..., u,| o subespago gerado
por um conjunto ortonormal S = {uy, ..., u,}. Entao, para qualquer w € V, o vetor
v=u— (u,up)u; — - — (U, Up)Up

¢ ortogonal a todo w € U, isto é, v L U.
Demonstragao:

n
Seja w € U, entao w = E aju;. Precisamos mostrar que (w,v) = 0, isto é,

j=1
<Z ajuj,v> = Zaj<uj,v> = 0.
j=1 j=1
Logo, basta verificar que (u;,v) =0, para cada j =1,...,n.

De fato, como S é ortonormal, temos

(uj,v) = (uj,u— (u,ur)ug — - — (U, Up)uy)
= (ug,u) — (uyun){uy, w) — - — (U, wn) (U, up)

= (uj,u) — (u,uj) =0.

Portanto, o resultado segue.
O

Teorema 4.2.15. (Processo de Ortonormalizagao de Gram-Schmidt) Todo espago
vetorial euclidiano de dimensao finita (# 0) admite uma base ortonormal.

Demonstragao:

Se dimV =1 e se {u} é uma base de V', entao o vetor g; = ﬁ é L.I. e tem norma
u

igual a 1. Logo, {¢1} é uma base ortonormal de V.
Se dim V' = 2, seja {uy, us} uma base de V. Fagamos

Uy

9=
[Jual]

Precisamos encontrar um vetor ortogonal a g; e que tenha norma 1. Pela proposicao
anterior, o vetor

Vg = Ug — <U2791>91

é ortogonal a ¢g;. Logo, o vetor

_ v uz— (up,g1)0n
|[va]| |[ug — (uz, g1) 91|

g2

também é ortogonal a ¢, além de ser unitario. Logo, {g1,¢2} ¢ uma base ortonormal de V.
O mesmo raciocinio nos permitird construir uma base ortonormal em qualquer caso de

dimensao finita n.
O
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Observagao 4.2.16. No caso de um espago euclidiano tridimensional, se {uy,us, us}
formam uma base, entao uma base ortonormal para este espaco pode ser dada por

wm Uz — (uz, 91) 91 Uz — (us, 91)g1 — (U3, g2) g2
=1 92= € g3 = .
[Jual| [luz = (uz2, g1) 1| |lus — (us, g1)g1 — (us, g2) ||

0

Exemplo 4.2.17. Aplicar o processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt a base
B ={(1,0,0),(0,1,1),(0,1,2)} do R?, considerado o produto interno usual nesse espago.
Note que ||uq|] = 1, assim,

Uy
g =7—7 =U1 = (1,0,0).
|||

Por outro lado,

Vg = U2 — <u27gl>gl = (Oa 17 1) -0 (17070) = (07 17 1)

Logo,
Lm0 (Vi
2wl T V2 2
Finalmente,
vy = uz— (us, 91)91 — (U3, g2)Go
3v2 V2 V2 11
= 1,2)—0-(1 - —,— | = -, =
(07 ) ) O ( 707 O) 2 (07 2 ) 2 > (07 27 2)
Dai,
v _ (03 3) V2 V2
BT e\ 22 )
iti
Portanto,

e 2) (- 22)

¢ uma base ortonormal de R?, construida a partir da base B.

Definicao 4.2.18. Sejam V' um espaco vetorial euclidiano e U um subespaco vetorial de
V. O complemento ortogonal de U é o conjunto

Ut={veV | (u,v) =0, Yuc U}.
Proposicao 4.2.19. U é um subespaco vetorial de V.

Demonstragao:
Temos que 0 € U+, pois (0,u) = 0 para todo u € U.
Além disso, se v,w € U+ e A € R, entdo pra todo v € U, temos

(v+ Aw,u) = (v,u) + Mw,u) = 0.

Logo, v+ \w € U+,
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Observacao 4.2.20. Se V tem dimensao finita, entdao u € U+ se, e somente se, u é
ortogonal a todos os vetores de uma base qualquer de U.
Exemplo 4.2.21. Seja U = {(x,y,2) € R? | x —y — z =0}, determine U~.

Temos que

(z,y,2) €U & (x,y,2) = (y+2,9,2) =y(1,1,0) + 2(1,0,1).

Assim, {(1,1,0),(1,0,1)} é uma base para U.
Logo, (z,y,2) € U se, e somente se,

((2,9,2),(1,1,0)) =0 e {(z,y,2),(1,0,1)) =0

ou seja,

r + y =0 _ L
{J? 4+ 2z = 0 <~ (l’,y,Z)—fE(l, 17 1)

Portanto, U+ = [(1, -1, —1)].

Teorema 4.2.22. Sejam V um espaco euclidiano de dimensao finita e U um subespaco
vetorial de V. EntdoV =U ® U*.

Demonstragao:

oV =U+Ut

Seja B = {g1,...,g,} um base ortonormal de U. Dado u € V, pela Proposicao 4.2.14,
0 vetor

v=u—(ug1)g — -~ (u,9:)g, € U™
Logo,
w=(u,g)g1 + -+ (u, Vg +veU+U"+

eentao V C U + U™, Assim, V =U + U™ .

e UNUL ={0}.

Sejaw € UNU*. Como w € U™, entdo w é ortogonal a todo vetor de U. Em particular,
(w,w) = 0. Logo, w =0 e entao U N UL = {0}.

O

Conforme acabamos e ver, se B = {¢gi, ..., g.} é uma base ortonormal de um subespago
U de um espaco euclidiano V' de dimensao finita, entao todo vetor u € V' se decompoe, de
maneira tnica, em duas parcelas, uma de U e uma de U™, ortogonais entre si:

U = (<uagl>gl +oe 4+ <uvgr>g7") +v.
A parcela
(w, g1)g1 — -+ — (U, 9r) gr

recebe o0 nome de projecao ortogonal de u sobre o subespaco U.
Por outro lado, a aplicagao F : V — V dada por

E(“) = <U,g1>g1 +oee <uagr>gr

recebe o nome de projecao ortogonal de V' sobre U.
Pode-se mostrar que:
e ' é um operador linear;
o F?(u) = E(u), YueV.
Além disso,
eker(E)={ueV | (u,g1)g1 + -+ (u,g,)g9. =0} = U™+
e Im(F)="U.
Logo,
V =Im (F) ® ker(F)
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4.3 Isometrias

Nesta secao, veremos um tipo de aplicacao que é compativel com o produto interno e, por
sua vez, preservam distancias.

Definigao 4.3.1. Sejam U e V espagos euclidianos. Dizemos que T' € L(U,V) é uma
isometria se
(T'(ur), T(ug))v = (ui, ug)y, Vui,up € U.

Exemplo 4.3.2. A rotacao T : R? — R? dada por
T(x,y) = (xcos —ysinf, xsinf + ycosh),

onde # € R, é uma isometria.
De fato, T' é uma transformagao linear (verifique como exercicio) e

(T(x1,y1), T(x2,92)) = ((x1cosf —y1sinb, x;sinb + y; cosh), (xe cosd — yasin @, xosinf + ys cos h))
= x129(cos? @ + sin? §) — y1xo(— cosfsin f 4 cos O sin b)
—21y2(cos fsin @ — cos Asin ) + y1y2(cos? 6 + sin? §)
= @2+ yiy2 = ((@1,91), (T2, 42))-

Teorema 4.3.3. Sejam U e V' espacos euclidianos e T € L(U, V). Sao equivalentes:
(i) T é uma isometria;

(@) |IT(W)llv = l[ullv, Yu € U;

(iii) ||T(u) — T(0)||lv = |ju— ||y, Yu,v € U;

(iv) Se {uy,...,u,} € um conjunto ortonormal de U, entao {T(u1),...,T(u,)} é um
conjunto ortonormal de V.

Demonstragao:
(i) = (ii) Como T é isometria, temos que (T'(u),T(v)) = (u,v), para todo u,v € U.
Em particular, tomando u = v,

1T ()I[} = (T(w), T(u)) = {u,u) = ||ul[Z,

ou seja, [|T(u)llv = [[ully.
(ii) = (iii) Para todo u,v € U, temos

T (u) = T)llv = [[T(u=v)llv = |[u=vlv.
(iii) = (i) Note que
T (u) + T )| = [[T(w) = T(=0)|| = [fu = (=0)|| = [[u+ ]l

Do Exercicio 4.2.1 (b),

(T(w),T(v)) = i(HT(u)JrT(v)W—HT(U)—T(U)\|2)

= ol = = o2) = (u).

4
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(i) = (iv) Se {u1,...,u,} é um conjunto ortonormal de U, entdo, como 1" é uma
isometria, temos
_ 1, se 1=
(), T) = () = { o 30
ou seja, {T'(uy1),...,T(u,)} é um conjunto ortonormal.

(iv) = (i) Seja {uy, ..., u,} uma base ortonormal de U. Por hipétese, {1 (u1), ..., T(uy,)}
¢ um conjunto ortonormal.
Dados u,v € U, escrevemos

U=au + - +apu, e v=pu+- -+ Bhu,

e obtemos: por um lado

(T, T() = <Za@-T<u¢>,ZﬁjT<uj>>

— Z Z a; B (T (u;), T(uy))

i=1 j=1
n

= E aiﬁj?
=1

por outro lado,
(u,v)y = <Z oy, Z/Bjuj>
i=1 j=1
= D> > aifluiuy)

i=1 j=1
n

= E @i 3.
i=1

Comparando as expressoes acima, concluimos que 7' é isometria.
O

Corolario 4.3.4. Sejam U eV espagos euclidianos. Se T € L(U,V') é uma isometria,
entao T € injetora.

Demonstragao:
De fato, se T'(u) = 0, entdo ||u|| = ||T(u)|| = 0. Portanto, u = 0.
O

Corolario 4.3.5. Sejam U e V espagos euclidianos. Se T € L(U,V') é uma isometria e
dimU = dim V', entao T' é um isomorfismo.

Demonstragao:
Como U e V tem a mesma dimensao e T é injetora, segue que T é uma bijecao e,
portanto, um isomorfismo.
O



4.4. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS 79

4.4 Operadores Auto-Adjuntos

Defini¢ao 4.4.1. Sejam U um espaco vetorial euclidiano e T' € L(U). Dizemos que T é
um operador auto-adjunto se

(T'(u),v) = (u, T(v)),
para todo u,v € U.

Exemplo 4.4.2. Seja T € L(R?) dado por T(x,y) = (ax + by, bx + cy). Verifique que T é
um operador auto-adjunto.
Temos

(T(x,y), (2,1)) = ((ax + by, bz + cy), (2, 1)) = axz + byz + bxt + cyt

(z,y),T(2,t)) = ((z,y), (az + bt, bz + ct)) = axz + bt + byz + cyt

Comparando as expressoes vemos que
(T'(z,y), (2,1)) = ((z,y), T(z,1))
e, portanto, T' é m operador auto-adjunto.

Note: a matriz do operador do exemplo anterior com relagao a base canonica é uma
matriz simétrica. Isso nao é coincidéncia, como veremos no proximo teorema.

Teorema 4.4.3. Seja U um espaco euclidiano de dimensao finita. Entao, um operador
T € L(U) é auto-adjunto se, e somente se, a matriz de T com relagao a uma base
ortonormal de U é simétrica.

Demonstragao:

(=) Suponha que T seja auto-adjunto e seja A = (a;;) a matriz de T' com relacao a
alguma base ortonormal B = {uy,...,u,} de U. Queremos mostrar que a;; = a;;.

Temos

T(ug) = arpur + - - + appuy,

para todo k=1,...,n. Sei,j € {1,...,n}, entdo

(T(w;),uj) = agi(ur, wj) + - - + api(Un, uj) = aj (4.1)

(ui, T(uy)) = agjus, ur) + -+ + anj (Ui, un) = ay (4.2)

Como T' é auto-adjunto, segue que a;; = a;;.
(<) Reciprocamente, suponha que a matriz (a;;) de T com relagdo a uma base
ortonormal B = {uy,...,u,} seja simétrica. Devemos mostrar que (T'(u),v) = (u, T(v)).
Sejam
u=aou+---+azu, e v=pu+- -+ Bhu,

entao, como o produto interno ¢ linear em cada variavel e a base acima ¢é ortogonal, temos

(T'(u),v) = <Z T (u;), Z 5ju]-> =3 @iBi(T(wi), uy)

i=1 j=1
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e, analogamente,
n n

(u,T(v)) = Z Z i B (i, T(uy)).

i=1 j=1

Dessa forma, basta mostrar que (T'(w;), u;) = (u;, T'(u;)).
Como (a;;)é a matriz de T' com relacéo a base B, temos, por (4.1) e (4.2), que

aij = (ui, T(uy)) e aji = (T(w),u)

e, como a matriz é simétrica, o resultado segue.

4.5 Exercicios

Secoes 4.1 e 4.2

Exercicio 4.1. Considerando o espago euclidiano R?, calcular (u,v) nos seguintes casos:

(a) u— (%,2,1) cv=(41,-3)
(b) u=(2,1,0) e v = (4,0,2);
(c) u=(1,1,1) e = (2,-1,5).
Exercicio 4.2. Seja V' um espaco euclidiano. Mostre que a aplicagao
(u,v) = u*xv=2(u,v)
também ¢é um produto interno sobre V. E possivel generalizar esse resultado? Como?
Exercicio 4.3. * Sejam u = (x1,72) e v = (yy1,¥2) vetores genéricos do R?.

(a) Mostre que (u,v) = x1y; — 2x1Ys — 2T2Yy1 + Dxays define um produto interno sobre
R2.

(b) Determine a norma de v = (1,2) em relacao ao produto interno usual e também em
relagdo ao produto interno definido em (a).

Exercicio 4.4. Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Mostre as identidades a
seguir:

1. JJu+ v+ [Ju —v|)* = 2(||ul]? + ||v]|*) (Identidade do Paralelogramo).
2. ||lu+vl]? = |lu—v]* = 4(u,v).

Exercicio 4.5. Achar o angulo entre os seguintes vetores do R?:

@) u=(11,1)ev= <%,_1,%>;

(b) u=(1,-1,0) ev=(2,—1,2).
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Exercicio 4.6. Chama-se traco de um matriz quadrada A = (a;;) de ordem n a soma
dor termos da sua diagonal principal. Notagao: tr(A).

Sendo V' = M5, (R), mostre que (A, B) = tr(B'A) define um produto interno sobre
V.

Exercicio 4.7. Para cada um dos itens abaixo, determinar: (u,v), ||ul, ||v|| e o angulo
entre u e v.

(a) V =R2?, com o produto interno usual, u = (1,2,1) e v = (3,4, 2).
(b) * V = Py(R), com o produto interno (p, q fo dt, u =p(t)=1+t+4t% ¢
v =q(t) =2+ 5t%

(c) V = M(R), com o produto interno (A, B) = tr(A'B), A = ( L2 ) e B =

4 12
8 —1
4 3 )

Secao 4.3

Exercicio 4.8. Consideremos no espago vetorial R? o produto interno dado por (u,v) =
11 + 299, para todo par de vetores u = (x1,23), v = (y1,y2). Verificar se u e v sdo
ortogonais, em relagao a esse produto interno, nos seguintes casos:

(a) u=(1,1)ev=(2,-1);
(b) u=(2,1)ev=(-1,1);
(c) u=(3,2) ev=(2,—-1).

Exercicio 4.9. Determinar m a fim de que os vetores u = (m + 1,2) e v = (—=1,4) do R?
sejam ortogonais (considere o produto interno usual).

Exercicio 4.10. Considere em P5(R) o produto interno definido do seguinte modo

<Z aitt, thl> = Zaibi,

1—0
2 2
para todo par de polindémios f(t) Z eg(t)= Z b;t" desse espago. A base canonica
=0 1=0
{1,t,2} de P»(R) é ortonormal em relagao a esse produto?

Exercicio 4.11. * Ortonormalize a base u; = (1,1,1), us = (1,—1,1), u3 = (=1,0,1) do
R3, pelo processo de Gram-Schmidt.

Exercicio 4.12. Achar uma base do subespaco V*+, onde V é o subespaco de R* gerado
por (1,0,1,1) e (1,1,2,0). Ortonormalize esta base.

Exercicio 4.13. Seja W = {(x,y,2) € R® | #—2y = 0}. Determinar uma base ortonormal
de W.

Exercicio 4.14. Seja W = {(z,y,2) € R® | x — y = 0}. Determinar uma base ortonormal
de W.
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1 3 3 1
Exercicio 4.15. Mostre que T' € L(R?) definida por T'(z,y) = <§x - \/T—y, gx + 53/)

é uma isometria.

Exercicio 4.16. Verifique se T : M(R) — M3(R) dada por T'(A) = A* é uma isometria.



Capitulo 5

Diagonalizacao de operadores lineares

5.1 Autovalores e Autovetores

Definicao 5.1.1. Seja V um espago vetorial e seja 7' : V' — V um operador linear.
Dizemos que um vetor u € V', u # 0, é um autovetor de T se existir A € R tal que
T'(u) = Au. Neste caso, A é chamado de autovalor de 7" associado a u.

Observacao 5.1.2. O escalar A é univocamente determinado por 1" e w.
Pois
Tw)y= =Nu & A=XN)u=0 & A=\.
A

Definicao 5.1.3. Sejam V um espaco vetorial, T € L£(V') e A um autovalor de T. O
conjunto

VN ={ueV | T(u)=u} =ker(T — \)
¢ chamado de subespago préprio do autovalor \.

Se dim V' ¢é finita, diremos que a dimensdo de V() é a multiplicidade geométrica
de .

Exemplo 5.1.4. Seja T : R? — R? dada por T(z,y) = (y,4x). Encontre os autovalores
de T, os respectivos subespacos proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.
Temos que A € R é um autovalor de 7T se, e somente se, existir (z,y) # (0,0) tal que
T(z,y) = Mz, y), ou seja,
(y,4x) = (Ax, \y).

Isto equivale a que o sistema

y — Az = 0 Xz + y = 0
dr — dy = 0 dr — Ay = 0

possua uma solucao nao trivial. Isto acontece se, e somente se,

-A 1 | ) - B
‘ 4 ) ‘—0 S N—4=0 < \=+2
Logo, os unicos autovalores de 7' sao \y = —2 e Ay = 2.
Temos
V(-2) = {(z,y) €R? | (y,42) = —2(z,y)} = {(z,y) €R? | y = —2z}
= [(1,=2)].

83
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Assim, a multiplicidade geométrica de —2 é um.
Também

V(2) = {(z,y) eR® | (y,42) = 2(x,y)} = {(x,y) e R* | y =2z}
= [(1,2)].

Assim, a multiplicidade geométrica de 2 é um.
Além disso, (1,—2) é um autovetor associado ao autovalor —2 e (1,2) é um autovetor
associado ao autovalor 2.

Observacao 5.1.5. Nem sempre existem autovalores associados a uma transformacao 7.

Exercicio 5.1.1. Faca o mesmo do exemplo anterior para a transformagao 7'(x,y) =
(_y7 ZE) :

5.2 Polinomio caracteristico

Definigao 5.2.1. Dada uma matriz A € M, (R), definimos o polinémio caracteristico
de A como sendo o determinante

pa(A) = det(A — AI),
onde [ é a matriz identidade de ordem n.

Definicao 5.2.2. Sejam A, B € M, (R). Dizemos que A e B sdo matrizes semelhantes se
existir M € M, (R) invertivel tal que A = M~'BM.

Proposicao 5.2.3. Matrizes semelhantes tem o mesmo polinomio caracteristico.

Demonstragao:
Se A e B sao matrizes semelhantes, entao existe uma matriz inversivel M tal que
B = M"1tAM. Dali,
pp(\) = det(B — M) =det(M "AM — \I) = det(M 'AM — AM "I M)
= det(M (A - M)M) =det(M ") - det(A — \I) - det(M)
= det(A —\) =pa(N).

Essa proposicao torna valida a seguinte definicao:

Definicao 5.2.4. Seja V um espago vetorial de dimensaon e T': V — V um operador
linear. Chama-se polindmio caracteristico de 7" o polindmio caracteristico da matriz
de T em relacao a qualquer base de V.

Notagao: pr(A).
Lembre-se: matrizes do mesmo operador sao sempre semelhantes, pois

[Tle = MET)pM§ = [Mg] ' [T)s Mg,

onde B e C sao bases de V.
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Proposicao 5.2.5. Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(V'). Entao,
A € um autovalor de T se, e somente se, pr(\) = 0. Em outras palavras, os autovalores de
T sao as raizes reais de seu polinomio caracteristico.

Demonstragao:

Fixe B uma base de V.

Suponha que A seja um autovalor de T', entao existe u # 0 tal que T(u) = Au,
ou seja, (T'— M)(u) = 0. Assim, a transformagao linear T'— A : V — V néao é
injetora e, consequentemente, nao é um isomorfismo. Dai, [T'— AI]p nao é invertivel ou,
equivalentemente,

pr(\) = det[T — Mg = 0.

Reciprocamente, se pr(A) = 0, entdo a matriz [T'— Al]p tem determinante nulo. Dai,

a transformacao T'— A\l : V' — V nao é um isomorfismo e, portanto, nao é injetora. Logo,

existe u # 0 tal que (T'— AI)(u) = 0, ou seja, T'(u) = Au. Portanto, A é um autovalor de
T.

O

Exemplo 5.2.6. Encontre os autovalores de T : R? — R? dada por T'(z,y) = (y,4x).
Note que
T(1,0)=(0,4) e T(0,1)=(1,0),

. . ) A 1
entao a matriz de T" & base canodnica ¢é Z 0 ) Logo,

_ A1\
pT()\)—det( 4 _)\>—)\—4
cujas raizes em R sao A\ =2 e \y = —2.

Definigao 5.2.7. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e T'€ L(V). Se A é um
autovalor de T, definimos a multiplicidade algébrica de A como sendo a multiplicidade de
A como raiz do polinémio caracteristico de T.

Proposicao 5.2.8. Sejam V' um espaco vetorial e T € L(V). Se XA é um autovalor de T,
entao a sua multiplicidade geométrica nao excede a sua multiplicidade algébrica.

5.3 Diagonalizacao de operadores

Motivacao:
Vamos examinar dois operadores do R? que se comportam de maneira diferente quanto
aos autovalores: T'(z,y) = (y,x) e S(z,y) = (¢ + y,y), cujas matrizes em relacao a base

canonica sao
01 11
m=(V ) e m=(51)
Os polinomios caracteristicos respectivos sao
pr(A) =2 =1 e ps(A) = (1-N)?

cujas raizes sao
pr(A):1le —1 e ps(A) : 1 (dupla).



86 CAPITULO 5. DIAGONALIZACAO DE OPERADORES LINEARES

Os autovetores de T" sao: v; = (1,1), associado a 1, e vy = (1, —1), associado a —1. Note
que {vy,vs} é L.I.. Logo, {vi,ve} é uma base de R?.
Os autovalores de S devem satisfazer S(z,y) = (z,y), que equivale ao sistema:

r + y =z

y =y
cuja solugao geral é y = 0, isto é, u; = (1,0) é um autovetor associado a 1. Entao é
impossivel formar uma base de R? com autovetores de S, contrariamente ao que se verificou

com o operador T'.
No caso do operador T', se B = {vy,vs}, entao

=y )

1 1 : .
a matriz de mudanca de base da base canonica para

1 -1
a base B, temos [T]p = M '[T|M.
Em resumo: existe uma base do R? em relacao a qual a matriz de T é diagonal. Tal fato
nao ocorre com a matriz do operador S. Em outras palavras, a matriz de T é semelhante
a uma matriz diagonal, o que nao acontece com a matriz de S.
Faremos a seguir um estudo breve dos operadores que podem ser diagonalizados,
conforma o operador 1" acima.

Mais ainda, sendo M =

Defini¢ao 5.3.1. Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e T € L(V'). Dizemos
que T é diagonalizavel de existir uma base de V' formada por autovetores de T

Se B ={ey,...,e,} for uma base formada de autovetores de T, entao
A1 0
1|
0 An
onde Ay, ..., \, sao os autovetores de T'. Segue dai que
Al — X 0
Ao — T
pr(z) = det . =M —z)(Ae =) (A — )
0 | A — T

e, assim, pr(z) se decompoe em fatores lineares.

Teorema 5.3.2. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e T € L(V'). Entao T é
diagonalizavel se, e somente se, os autovalores A1, ..., \, de T forem tais que

V=VA\)@ V().

Observagao 5.3.3. Seja A € M, (R). Se B indica a case canonica do R", entao existe
T € L(R") tal que [T]p = A. A matriz A se diz diagonalizavel se, e somente se, 1" é
diagonalizavel; isto é, quando existe uma base B; de R™ tal que [T]p, = D ¢é diagonal.
Essa base Bp, como vimos, é formada por autovetores de T
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Mas, sendo A e D matrizes de um mesmo operador linear, se indicarmos por M a
matriz mudanca de base de B para Bj, entao

D= M"tAM.
Se By = {vy,...,v,}, entdo

M=\ vy - v,

Quer dizer, as componentes do i-ésimo autovetor de By formam a ¢-ésima coluna de M,
1=1,...,n.

Exemplo 5.3.4. Considere as transformacoes lineares do R? dadas por
T(x,y)=(y,x) e Sy =(r+yy)
e ParaT: A\ =1 e XAy = —1 sao os autovalores e
Ve V(-1 =[11]e[1 -1 =[(1,1),(1,-1)] =R

Logo, T' é diagonalizavel.
e Para S: A =1 é autovalor e

V(1) =[(1,0)] # R%
Logo, S nao ¢ diagonalizavel.

Teorema 5.3.5. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e T € L(V'). Entao, T €
diagonalizdvel se, e somente se,

1. o polinomio caracteristico de T' tem todas as suas raizes em R;

2. a multiplicidade algébrica de cada autovalor \; de T € igual a sua multiplicidade
geométrica (isto é, igual a dimensdo de V(\;)).

Exemplo 5.3.6. Seja T : R? — R3 dado por
T(x,y,z) = (x+ 2,y + 2,2+ y+22).

Note que T é linear e sua matriz com relacao a base canonica é
1 0 1
A= 0 1 1
11 2
Entao

1 1 2—-A

1—-Xx 0 1
pr(\) = det( 0 1-X 1 |=@0-N1-N2=-N-(1-X)-(1-)
= A1 =A)(A=3),
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que tem todas as suas raizes em R. Logo, os autovalores de T' sao Ay = 0, Ay = —1 e
A3 = 3, todos com multiplicidade algébrica igual a 1.

Vamos, agora, encontrar autovetores associados a esses autovalores.

e Para \; = 0: Precisamos encontrar (x,y, z) € R? nao nulo tal que T'(z,y, 2) = (0,0, 0).
Temos

= 0
;202_0(:){95+y+2z:0©$_y_z‘

S SIIR S
-
NSEER IR

Assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A\; = 0, o vetor u = (1,1, —1).
Logo, V(0) = [(1,1,—1)] e a multiplicidade geométrica de \; =0 é 1.
e Para \y = 1: Precisamos encontrar (z,y, z) € R3 nao nulo tal que T'(z,y, 2) = (z,y, 2).

Temos
r + 2z = x
z = 0
y + 2 =y @{
= z

r + y + 2z v =Y

Assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor Ay = 1, o vetor v = (1, —1,0).
Logo, V(1) = [(1,—1,0)] e a multiplicidade geométrica de Ay =1 é 1.

e Para A3 = 3: Precisamos encontrar (z,y,z) € R? nao nulo tal que T'(z,y,z) =
(3z,3y,3z). Temos

r + 2z = 3z
y + 2z = 3y & 2z =2z =2y.
r + y + 2z = 3z

Assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor A3 = 3, o vetor w = (1, 1,2).
Logo, V(3) =[(1,1,2)] e a multiplicidade geométrica de A3 = 3 é 1.

Portanto, pelo Teorema, T é diagonalizdvel. A matriz de T' com relacao a base {u, v, w}
¢ dada por

0 00
D=|010
00 3
Além disso, a matriz
1 1 1
M = 1 -1 1
-1 0 2

é tal que M—*AM = D.

Exemplo 5.3.7. Verifique se T': Py(R) — P2(R) dada por

T(p(t)) = p"(t) = 2p'(t) + p(t)

¢é diagonalizavel.
Seja C'= {1, z,z%} a base canonica de P»(R). Note que

T(1) = 0—-2-0+1=1

(
Tx) = 0-2-142x=-2+x
T(:vQ) = 2-2.2v+ x> =2—4dx + 2*
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e entao a matriz de T com relagao a C' é dada por

1 -2 2
A= 0 1 -4
0 0 1

Assim,
1—-X =2 2
pr(A) = det 0 1-Xx —4 =(1=N)?
0 0 1-—2A

e, desta forma, 1 é o tnico autovalor de T" e tem multiplicidade algébrica 3.
Agora, vamos determinar V' (1). Temos

1 -2 2 T T
(x,y,2) e V(1) < 0 1 -4 y | =1y
0 O 1 z z

& y=2z=0

Logo, V(1) = [(1,0,0)] e entao a multiplicidade geométrica de 1 é 1.
Portanto, como 3 # 1, T nao é diagonalizavel.

5.4 Exercicios

Secoes 5.1 e 5.2

Exercicio 5.1. * Seja T : R® — R3 dada por T'(z,y, z) = (z,y, z). Encontre os autovalores
de T e os respectivos subespagos proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Exercicio 5.2. Encontre os autovalores e autovetores do operador linear 7' : V' — V nos
seguintes casos:

(a) V=R T(z,y) = (z+y,z —y)

(b) V=R3 T(1,0,0) 2,0,0), 7(0,1,0) = (2,1,2), 7(0,0,1) = (3,2, 1).

(c) V=R'e[T]p =

= (
3
8 , onde B é a base canonica do R?.
0

w o O o

0
0
4
0

O O W

Secao 5.3
Exercicio 5.3. * Verifique se T': R* — R* dada por
T(x,y,z,t)=(x+y,y,22+t22+1)
¢ diagonalizavel. Encontre também os autoespacos de 7.

Exercicio 5.4. Determine M € M,(R), se existir, de modo que Mt AM seja uma matriz
diagonal nos seguintes casos.

(a)A:<§ 143)
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o a=(5 7

Exercicio 5.5. Verificar, em cada um dos itens abaixo, se o operador T' € L(R?) dado
pela sua matriz com relagao a base canonica é diagonalizavel:

12 -2
() Tle=| 2 1 -2
2 2 =3

1
(b) [Tle={ m

S NN O
N OO
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Formas bilineares e quadraticas

6.1 Formas bilineares

Definicao 6.1.1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Uma funcao f: U xV — R é
uma forma bilinear se satisfaz

(@) f(ur+uz,v) = flur,v) + f(us,v);
(b) f(Au,v) = Af(u,v);
(€) flu,v1+v2) = f(u,v1) + f(u,v2);
(d) f(u, Av) = Af(u,v),
para todos os vetores u, ui, us € U, v,v1,v9 € V e para todos os escalares A € R.

Notagao: O conjunto de todas as formas bilineares de U x V' em R serd denotado por
B(U,V) e, quando U =V, apenas por B(U).

Para f,g € B(U,V) e A € R, define-se

e f+gpor (f+g)(w,v) = flu,v)+g(u,v),

e \f por (/\f)(u7 U) = /\f(uv U),
para todo (u,v) € U x V.

Proposicao 6.1.2. Com as operagéoes definida acima, o conjunto B(U,V') tem uma
estrutura de espaco vetorial sobre R.

A verificacao desse resultado é simples e pode ser feita como Exercicio.
Exemplo 6.1.3. Sejam U =V =R"e f: R" x R" = R dada por
f(('rh s 7'1:%)7 (yh s 7yn)) = T1Y1 + T2Y2 + -+ Ty

Trata-se do produto interno habitual em R"”, para o qual ja vimos que valem as propriedades
exigidas na definicao acima.

Exemplo 6.1.4. Todo produto interno em um espaco vetorial sobre R é uma forma
bilinear, o que decorre da prépria definicao de produto interno.

Exercicio 6.1.1. Sejam u = (71, 23) € R* e v = (y1,92,y3) € R®. A funcio
FIR2xR? SR
f(u,v) = 2191 + 3T1Y2 — T1Y3 + Tay1 — 3T2Ys3

é uma forma bilinear.
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6.2 Matriz de uma forma bilinear

Sejam U e V espagos vetoriais sobre R de dimensoes m e n, respectivamente. Tomemos uma

base B = {uy,...,uy} de U e uma base C' = {vy,...,v,} de V. Entao, seu:Zaiui eU

=1

n
ev= ijvj eV,
j=1

f(U,, U) = f (Z a;U;, Z bjUj) = Z Z aibjf(ui, Uj).
=1 j=1

i=1 j=i

A matriz m X n

flur,v1)  flug,ve) <o flur,on)
(f (ui,v5)) = : : :
f<um7 Ul) f(um7 UQ) T f(um> Un)

¢ chamada matriz da forma bilinear f em relacao as bases B e C.

Exemplo 6.2.1. Vamos encontrar a matriz da forma bilinear

f(u,v) = 2191 + 3T1Y2 — T1Y3 + Tay1 — 3T2Ys3

em relacao as bases canonicas.
Temos

f((1,0),(1,0,0)) =1;  f((1,0),(0,1,0)) =3;  £((1,0),(0,0,1)) = —1;
£((0,1),(1,0,0)) =1;  f((0,1),(0,1,0)) =0;  £((0,1),(0,0,1)) = —3.

Assim, a matriz é
1 3 -1
10 =3 )°

Proposicao 6.2.2. Fizadas as bases B do espaco vetorial U e C' do espago vetorial V', a
correspondéncia que associa a cada forma bilinear f € B(U,V) a sua matriz em relag¢io a
essas bases, € um isomorfismo do espago vetorial B(U, V') no espago vetorial M, x,(R).

Corolario 6.2.3. dimB(U, V) = dim M,,x,(R) =m -n, onde m = dimU en =dim V.
A partir de agora, considere U = V.

Definicao 6.2.4. Uma forma bilinear f: V x V' — R se diz nao degenerada quando
admite uma representacao matricial inversivel. Caso contrario, a forma se diz degenerada.

Exemplo 6.2.5. O produto interno no R", cuja matriz em relagao a base canénica é I, é
um exemplo importante de de forma bilinear nao degenerada.
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6.3 Formas bilineares simétricas e antissimétricas

Definigao 6.3.1. Uma forma bilinear f: V' x V' — R é chamada simétrica se f(u,v) =
f(v,u), para todo (u,v) € V x V.

Proposicao 6.3.2. O conjunto das formas bilineares simétricas de V- x V em R, denotado
por Bs(V'), € um subespaco vetorial de B(V).

Demonstracgao:E fécil ver que se f e g sao simétricas, entao f + g é simétrica, pois

(f +g>(uvv> = f(u,v) +g(uvv> = f(vvu) = g(“?“) = (f +g)<v7u)'
O mesmo acontece com Af, para todo A € R. O

Proposicao 6.3.3. Seja V' um espaco vetorial de R de dimensdo n. O espaco das formas

bilineares simétricas, Bs(V'), é isomorfo ao espago as matrizes reais simétricas de ordem

1
n. Além disso, dim Bg(V') = @

Demonstragao:

A demonstracao segue do fato de que toda matriz de uma forma bilinear simétrica
¢ uma matriz simétrica (A = A") e que a toda matriz simétrica é possivel associar uma
forma bilinear simétrica.

Y nn+1) , - . e
Além disso, % ¢ a dimensao do espaco das matrizes reais simétricas. O

Observagao 6.3.4. Se f ¢ uma forma bilinear simétrica, entao sua representacao matricial
serd simétrica, qualquer que seja a base considerada.

Teorema 6.3.5. Seja f: V x V — R uma forma bilinear simétrica. Entdo existe uma
base de V' em relagao a qual a matriz de f é diagonal.

A demonstracao desse resultado é feita por inducao sobre a dimensao de V', mas nao
sera exibida aqui.

Corolario 6.3.6. Para toda matriz simétrica A existe uma matriz inversivel P de modo
que P*AP é uma matriz diagonal.

Definicao 6.3.7. Uma forma bilinear f : V x V — R é chamada antissimétrica se
f(u,v) = —f(v,u), para todo (u,v) € V x V.

Observagao 6.3.8. Decorre da definicao que f(u,u) = 0, para todo u € V.

Proposicao 6.3.9. O conjunto das formas bilineares antissimétricas de V x V em R,
denotado por Bo(V'), é um subespago vetorial de B(V).

Proposicao 6.3.10. Seja V' um espaco vetorial de R de dimensao n. O espaco das formas
bilineares antissimétricas, Ba(V'), é isomorfo ao espago as matrizes reais antissimétricas

-1
de ordem n. Além disso, dim B4(V') = %

As demonstracoes de ambos os resultados anteriores segue de forma analoga ao caso
simétrico e é deixado como exercicio.
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Teorema 6.3.11. Seja f : V xV — R um forma bilinear antissimétrica. Entao existe
uma base de V' em relacao a qual a matriz de f €

A
A

0 1
0ndeA—<_1 0).

Corolario 6.3.12. Se f : V x V — R € antissimétrica nao degenerada, entao a dimensao
de V' € par.

Demonstragao:
Para que f seja nao degenerada, sua matriz deve ser inversivel, o que significa que os
zeros da diagonal nao aparecem.
O

Corolario 6.3.13. Se dimV = 2k = n, entao existe uma base de V' em relag¢ao a qual a
matriz de uma forma bilinear antissimétrica nao degenerada € do sequinte tipo

(5 0)

0 0 1
onde B = 0 1 0 ¢ de ordem k.
1 0 O

6.4 Formas quadraticas

Definicao 6.4.1. Seja f : V x V — R uma forma bilinear simétrica. Consideremos a
fungao ¢y : V — R definida por ¢;(v) = f(v,v), para todo v € V. Esta fungdo de uma
variavel, que indicaremos apenas por ¢, quando nao houver possibilidade de confusao,
chama-se forma quadratica sobre V' associada a forma bilinear f.

Exemplo 6.4.2. A forma quadratica associada ao produto interno usual do R™ é
q(zy.. . xp) =27+ 22,
Exemplo 6.4.3. A funcao f : R? x R? — R dada por
fu,v) = z1y1 + 2x9y0 + 323y3 + T1Y2 + T2,

onde u = (x1,%2,73) € v = (Y1, Y2,¥3), ¢ uma forma bilinear simétrica. Observe, por
exemplo, que a matriz de f em relagao a base canonica ¢é

0

O ==

1
2 0
0 3
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que é simétrica. A forma quadratica associada a f é a funcao
q(v) = ﬁ + 2$% + 3$§ + 129 + Xox1 = :1:% + 2:103 + 3x§ + 2z125.

Veremos a seguir que toda forma quadratica admite uma “forma canonica”.
O Teorema 6.3.5 nos assegura que existe uma base de V' em relacao a qual a matriz de
f é diagonal, digamos

dy 0
D= -
0 dy,
Teremos
q(u) = diyi + - + duy, (6.1)
onde u = (y1,...,Yn) sdo as coordenadas de u nessa base. Dizemos que a base com a qual

conseguimos esta ultima igualdade diagonalizou a forma quadrética ¢. A igualdade (6.1) é
uma expressao diagonal de q.
Se, ainda, os d;’s forem 0, 1 ou —1, dizemos que ¢ foi reduzida a uma soma de quadrados.
Vamos dar a seguir um processo pratico para reduzir uma forma quadratica a uma
expressao diagonal.

Processo de (Gauss

Considere a forma quadratica no R,

n
q(z1,...,x,) = E Qi T;x], Com G;j = aj;.
ij=1

Suponhamos a;; # 0. Facamos a seguinte mudanga de coordenadas:

T = Y1 — C%H(Glzlh 4o 1nYn)
T2 = Y2
Lpn = Yn
Entao, levando para a expressao de ¢(z1,...,x,) estas substituigdes obteremos

a1, yn) = anyi + @y, -, Yn)

onde ¢;(ya2, - - ., Yn) é uma forma quadratica em n — 1 varidveis.
Se, por acaso, a;; = 0 mas a1 # 0, fazemos a substituicao de variaveis

;

T =yt Y
T2 = Y1 — Y2
r3 = Y3
L Tn = UYn
e recaimos noma forma quadratica nas variaveis y, ..., ¥, em que o coeficiente de y? é

nao nulo. A esta aplicamos entao a mudanca de coordenadas explicada de inicio.
Repete-se o procedimento com a forma quadratica ¢;.
A repeticao dese raciocinio em ntumero finito de vezes nos levara a reducao desejada.
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Exemplo 6.4.4. Seja
q(z1,15) = 2% + 2235 — 62129 = 2° + 205 — 37,29 — 3ToTy

uma forma quadratica no R2.
Sendo aq; # 0, fazemos a substituigao

r1 = y1 — (=3y2)
Ty = Y2
obtendo

q(y1,y2) = (y1+3y2)* + 205 — 6(y1 + 3y2)2
=y} +6y1ye + 93 + 23 — 6y1yo — 18y

= Y-y
que é uma forma diagonalizavel.
Exemplo 6.4.5. Seja
q(w1,29,23) = 2%+ 21179 + 25 — 41173 — 62073 + T3

= .CL'% + 2129 — 221203 + T2 + x% — 32973 — 20371 — 3T3%2 + x%

uma forma quadratica no R3.
Efetuamos as substituigoes

Ty = Y1 — (y2—2y3)
X2 Y2
T3 = U3

obtendo

a1, y2.y3) = (1 —y2 +2us)* + 21 — y2 + 2y3)y2 + y5 — 4(y1 — v + 2ys)ys — 6yays + v
= U745+ 4Y5 — 2512 + s — Woys + 20150 — 205 + Ayays
+y5 — dy1ys + dyoys — 8y5 — 6yays + U3
= Y — 3y; — 20y

Efetuemos agora a reducao de q1(y2,y3) = —3y3 — 2y2y3. Facamos as substituigoes
1
Ys = 23 = (_—3)(—22)
Y2 = 22
Y1 = =
obtendo
1 \? 1
q(y2,y3) = —3|zm—52) —2n|23— 52
3 3
2 L, 2 5
= =325 + 22923 — 522 — 22923 + 522
= §z§ — 323
Portanto,

1
q(z1, 22, 23) = 2} + gzg — 323,
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Note: este é um processo trabalhoso, sendo impraticavel quando o nimero de variaveis
for grande! Porém, tudo o que foi visto pode ser “mecanizado” em um processo chamado
“Processo das matrizes elementares”, que nao veremos aqui, mas pode ser encontrado no
livro p.239.

6.5 Exercicios

Secoes 6.1 e 6.2

Exercicio 6.1. Provar que B(U,V') é um espago vetorial sobre R.

Exercicio 6.2. Sejam u = (z1,22) e v = (y1,y2) vetores genéricos do R% Quais das
seguintes fungoes sao formas bilineares:

(a) f(u,v) = z1ys; (e) flu,v)=1;

(b) f(u,v) = z1ys; (£) flu,v) =2t + z2y;

(c) flu,v) =a1(y1 + 12); (8) flu,v) = z1y1 + 2292 + 1;
(d) f(u,v) =0; (h) f(u,v) = z1y2 — 221

Exercicio 6.3. * Seja f(u,v) = z1y; + 271y2 — Toy1 + T2y uma forma bilinear do R?,
onde u = (z1,73) e v = (y1,92). Calcule a sua matriz em relagio as seguintes bases do R?:

(a) {(1,1), (1, =1}
(b) {(2,1),(1,2)};
(c) {(2,3),(4, 1)}
Secao 6.4
Exercicio 6.4. Qual a forma bilinear simétrica que d4 origem a forma quadréitica do R3:
(a) q(x1, 72, 23) = 23 + 23 + 23 — 21179 + 47173 — ToT3;
(b) q(xy, 29, 23) = 23 — 23 + dawos;

(c) q(x1, 29, 23) = 2(x 29 + X123 + T2X3).






Referéncias Bibliograficas

[1] C. A. Callioli, H. H. Domingues, and R. C. F. Costa. Algebra linear e aplicagées. Atual, 2007.

99






	Espaços vetoriais
	Definição e exemplos
	Propriedades
	Subespaços vetoriais
	Combinações Lineares
	Espaços vetoriais finitamente gerados
	Exercícios

	Base e dimensão
	Dependência linear
	Base de um espaço vetorial finitamente gerado
	Processo prático para determinar uma base de um subespaço vetorial de Rn

	Dimensão
	Dimensão da soma de dois subespaços

	Coordenadas
	Mudança de base
	Exercícios

	Transformações lineares
	Definição, exemplos e propriedades
	Núcleo e Imagem
	Isomorfismos e Automorfismos
	Operações com transformações lineares / O espaço vetorial L(U,V)
	Matriz de uma transformação linear
	Algumas transformações do plano no plano
	Exercícios

	Exercícios Resolvidos
	Espaços com produto interno
	Produtos internos
	Norma, distância e ortogonalidade
	Isometrias
	Operadores Auto-Adjuntos
	Exercícios

	Diagonalização de operadores lineares
	Autovalores e Autovetores
	Polinômio característico
	Diagonalização de operadores
	Exercícios

	Formas bilineares e quadráticas
	Formas bilineares
	Matriz de uma forma bilinear
	Formas bilineares simétricas e antissimétricas
	Formas quadráticas
	Exercícios

	Lista de símbolos e siglas
	Referências Bibliográficas

