Integrais Duplas e Triplas

1. Integrais Duplas

1.1. Soma de Riemann

% .. x e

i~ X ...
| -
b=x,
Seja R = {(z,y) € R? | a < x < b,c < y < d} um retangulo onde a, b, ¢, d sdo
numeros reais dados, com a < bec<d. Seja Pl :a =290 <11 < Tg < -+ <

xpn =bePy:ic=yy <y <ya < - < ym = d particoes de [a,b] e [c,d],
respectivamente. O conjunto

P={(zs,y;)11=0,1,...,n, 5=0,1,...m}

denomina-se particao do retangulo R. Uma particao P de R determina m - n
retangulos R;; = {(m,y) ER? |2 <<y, Yji—1 <y < yj}.

Seja B C R?, dizemos que B ¢é limitado se existir um retangulo R, com
B CR.

Seja f : B C R? = R, com B limitado. Assim, existe um retangulo

R={(z,y) eR*|a<z<b, c<y<d}

,...,Mm} uma par-

tal que B C R. Seja P = {(x;,y;) |i=0,1,...,n,2j =0,1
= (u;j,v;;) um ponto

ticdo de R. Para cada par de indices (7,7), seja X;;



escolhido arbitrariamente no retangulo R;;. Pois bem, o nimero
DO (X)) Ay, (1)
i=1 j=1

onde f(X;;) = 0se X;; ¢ B, denomina-se soma de Riemann de f, relativa a
particao P e aos pontos Xj;.

Observe que se f (X;;) > 0, f (X,;) Az;Ay; serd o volume do paralelepipedo
de altura f (X;;) e cuja base é o retangulo R;;.

Seja P = {(z,y;) | ¢=0,1,...,n, j=0,1,...,m} uma particao do retan-
gulo R. No que segue,

A =max {Axy, Axg, ..., Axp, Ay, ..., Ay, }.

Observe que se A — 0 entdo Az; — 0 e Ay; — 0.

1.2. Defini¢ao de Integral Dupla

Seja f : B C R? — R uma funcio, com B limitado, e L € R. Dizemos que a
soma de Riemann tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos

i=1 j=

se para todo € > 0 dado, existir § > 0, que s6 dependa de € mas nao da escolha
de Xj;, tal que

ZZ f (XZJ) A{EZAyJ —Li<e
i=1 j=1

para toda partigdo P, com A < 4.
Tal namero L, quando existe, € Gnico e é chamado de integral dupla (segundo

Riemann) de f sobre B, que denotamos por / / flx,y)dxdy.
B



Se / f(z,y)dxdy existe, entdo diremos que f é integravel (segundo Rie-
B

mann) em B.
Definimos também:

e Area de B: Ap = dxdy, desde que a integral exista.

B
e Seja f(x,y) integravel em B, com f(x,y) > 0 em B. Seja o conjunto

S={(z,y,2) ER*| (z,y) € B,0< 2 < f(z,y)}.

Temos
Volume de A = // f(z,y)dzdy.
B
Exemplo: A funcdo f(z,y) = k, k constante, é integravel no retangulo
B={(z,y) eR*|a<z<b c<y<d}e // kdxdy = k(b — a)(d — ¢).
Solugao:

Para toda particao P de B, temos

ZZ fxij) Az Ay; = Z Z kAz;Ay; = kzz Az;Ay;
=1 j=1 =1 j5=1 =1 j=1

=k (4rea de B) = k(b—a)(d —¢)

Segue que

// kdxdy = lim Z Z kAz;Ay; = k(b—a)(d - c)

11]1

Se k > 0, [[5 kdxdy é o volume do paralelepipedo a < < b,c <y < de
0<z<k.

NOTE QUE: S6 conseguimos isolar £ na segunda igualdade pois é constante.
Sendo assim, nem sempre é facil ou possivel calcular uma integral dupla direto
pela definicao.

No que segue, veremos uma condi¢ao suficiente para a integrabilidade e, mais
adiante, alguns resultados que facilitardao o célculo da integral dupla.

1.3. Uma condigao suficiente para integrabilidade

Definigao: Seja D C R2. Dizemos que D tem contetdo nulo se, para todo
e > 0 dado, existir um ndmero finito de retangulos Aj, As, ..., A, tais que
D cC AiUAU---UA, e Z?:l area(4;) < e, onde éarea(A;) é a area do
retangulo A;.

A grosso modo, dizer que D tem conteido nulo significa que D pode ser
coberto por um nimero finito de retangulos cuja soma das areas seja tao pequena
quanto se queira.

Exemplos:



1) Todo subconjunto do R? com um nimero finito de pontos tem contetido
nulo.

2) Seja f : [a,b] — R continua em [a,b]. O grafico de f tem contetdo nulo.

Definigao: Seja B C R? e seja (z9,70) € R? que pode pertencer ou nao a
B. Dizemos que (zg,yo) € um ponto de fronteira de B se toda bola aberta de
centro (g, yo) contiver pelo menos um ponto de B e pelo menos um ponto nio
pertencente a B. O conjunto de todos os pontos de fronteira de B denomina-se
fronteira de B.

Exemplos:

3) Seja B = {(z,y) € R? | 2?2 +y> <1}. A fronteira de B ¢ o conjunto
{(z,y) e R* | 22 + y* = 1}.

4) Seja B={(z,y) eR? |2 <y<a2?+1, 0<z<1}.

A fronteira de B é o conjunto

GyUGLU{(0,y) eR*|0<y<1}U{(L,y) eR* |1 <y <2}

onde G, e G}, sdo, respectivamente, os graficos das fungoes g(z) = 22 e h(z) =
x2+1, com 0 <x<1.

Note que a fronteira de B tem contetdo nulo (graficos de fungoes e curvas
o).

Teorema: Seja B C R? um conjunto limitado e seja f uma funcdo continua
e limitada em B. Nestas condi¢oes, se a fronteira de B tiver contetdo nulo,
entdo f serd integravel em B.

Observagoes: |

1. Se a fronteira de B for igual a M UN, onde M é a reunidao de um namero
finito de graficos de fungoes continuas definidas em intervalos fechados e N a
reuniao de um ntimero finito de imagens de curvas de classe C! definidas em
intervalos fechados, entdo a fronteira de B tera contetdo nulo.

2. No Teorema, a hipotese “f & continua” pode ser substituida por “f
é continua em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de
contetido nulo”.

Exemplos:

5) Sejam f(z,y) =z +ye B={(z,9) R |2 <y<1+a21<a<1).
A funcao f é integravel em B?

Solugao:

Note que —1 <z <1=0<2?<1. Assim,

0§x2§y§1—|—a:2§2



Logo, —1 < f(=z,y) < 3, V(z,y) € B. Assim, f ¢ limitada em B. Observe
também que f é continua em B.
\J

¢ > 3:14—)‘?

.} - B

—_— } - )

= 4 " 4 N

A fronteira de B tem contetido nulo, pois é a reuniao dos conjuntos D1, Do, D3
e Dy, onde D; é o grafico de y = 22, —1 < x < 1; Dy o grafico de y =
1+22, -1<z< 1; Dg ¢ aimagem dacurvaz = 1,y =t 1 <t < 2; Dy a
imagem da curva x = —1,y =¢, 1 <t < 2.
Portanto, f é integrével em B.
6) Seja B o quadrado —1 <z <1,—-1 <y <1. Seja f: B — R dada por
2
Fla,y) = { g o se (z,y) # (0,0)
1 , se (z,y) = (0,0)

f é integravel em B? Por qué?
Solugao:

e A fronteira de B tem conteudo nulo (justifique!).
e f & limitada em B, pois 0 < f(z,y) < 1,V(z,y) € B.

e f s6 & descontinua em (0,0); logo, o conjunto dos pontos de descontinui-
dade tem contetido nulo.

Portanto, f é integravel em B.

1.4. Propriedades da Integral

Sejam f e g integraveis em B e k uma constante.
I) f+ g e kf sdo integraveis e

a) //B[f(x’yHg(x,y)]dwdy://B f(m,y)dwdy+//39(w7y)dmdy
b) //B kf(x,y)dxdy:k//B f(z,y)dxdy.

II) f(z,y) >0 em B = // f(x,y)dzdy > 0.
B

IIT) f(z,y) < g(z,y) em B = //B flz,y)dzdy < //B g(z,y)dxdy.



IV) Se B tiver contetado nulo, entao // flz,y)dzdy = 0.
B
V) Se o conjunto {(x,y) € B | f(z,y) # g(x,y)} tiver conteido nulo, entdo

//B f(axy)dmdy=//39(m7y)dmdy

VI) Se f for integravel em By e By, com BN Bs tendo conteido nulo, entdo

//BluB2 f(x’y)dmdy:/Bl f(%y)dwder/BQ f(,y)ddy

VII) Se m < f(z,y) < M para todo (z,y) € B e A(B) denota a area da
regidao B, entao

meA®B) < | /B f(ey)dedy < M- A(B).

Exemplo: Estime // e*n Y dxdy, onde B é o disco com centro na
B

origem e raio 2.

Solugao:

Como —1 < senzx < 1le —1 < cosy < 1, temos —1 < senzcosy < 1 e,
portanto,

671 < eSenzcosy S 61 —e

Assim, usando m = e~ ! = 1/e, M = e e A(B) = 7(2?) = 4, temos

4
1 < // escnxcosydxdy < de
€ B

Definicao: Seja B C R2. Dizemos que B é um conjunto fechado se o seu
complementar é aberto.
Um resultado interessante é:

B é fechado < B contém todos os seus pontos de fronteira.

Definigao: Seja B C R%. Dizemos que B é um conjunto compacto se B for
fechado e limitado.

VIII) Propriedade do valor médio para integrais

Suponhamos que f é continua em B C R?, onde B é um conjunto compacto
com fronteira de contetiddo nulo. Suponhamos, ainda, que dois pontos quaisquer
de B podem ser ligados por uma curva continua, com imagem contida em B.
Nestas condigdes, existe pelo menos um ponto (r,s) € B tal que

/ /B F(a y)dudy = A- £(r,5),

onde A é a area de B.



Se f(z,y) = 0, // f(z,y)dzdy é o volume da regido de base B e altura
B

média f(r,s).

A partir da propriedade (V), vejamos como definir a integral de uma funcéo
f sobre um conjunto B quando f estiver definida em todos os pontos de B,
exceto nos pontos de um conjunto de contetido nulo.

Seja B um conjunto compacto com fronteira de conteudo nulo. Seja f(z,y)
uma funcao definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto
D de conteudo nulo, com D C B. Seja g : B — R tal que f(z,y) = g(x,y), para
todo (x,y) ¢ D. Definimos

/ /B f(a, y)dady = / /B g(z,y)dady,

desde que a integral do segundo membro exista.

2. Calculo de Integral Dupla

Considere o retangulo R = {(z,y) e R? |[a <z <bec<y<d} e seja f(z,y)
integravel em R. Para cada y fixo em [c,d], podemos considerar a fungdo na
variavel z, definida em [a, b] e dada por

x— f(x,y). I

Se, para cada y € [c,d], (I) for integravel em [a, b], podemos entdo considerar
a funcao dada por

b
a(y)=/ fx,y)dz, y € lc,d]




Teorema de Fubini: Seja f(z,y) integravel no retangulo

b
R={(z,y) €eR*|a<z <bec<y<d}. Suponhamos que/ f(z,y)dx exista
a

d
para todo y € [¢,d] e que v/ f(z,y)dy exista para todo x € [a, b]. Entao
C

|ty = | d [ / bf(x,y)da:] w- [ b [ / ' f(x,y)dy] do

Nota: As hipdteses do Teorema de Fubini sao satisfeitas se f for continua
em R ou se f for limitada em R e o conjunto de suas descontinuidades tiver
medida nula.

Exemplos:

1) Calcule // x?ydxdy, onde R é o retangulo 0 < 2 < 3,1 <y < 2.
R

Solugao:
Temos:

// 22ydady
R

2 ;3 2 3
/ / 22ydrdy = / [/ xzydx} dy
1 Jo 1 0
2 3 |z=3 2 2
T
/ [31/ 1 dy:/ [9y] dy =/ Yydy
1 =0 1 1

Pl L) _ 2
20, 2) 2
Note que usando a outra ordem de integracao o resultado seria o mesmo:
3 02 31 2
// 2ydxdy / / 2?ydydx :/ [/ xzydy} dx
R 0o J1 o L)1
3

2 |y=2 3 2 3 9.2
/ 2L dr = / {2&02 — x} dz :/ Sidx
0 2 y=1 0 2 0 2
> o7

2

|
T

3

T
2

0

2) Calcule o volume do conjunto de todos (x,y,z) tais que 0 < z < 1,
0<y<leO<z<a?+y2

Solugao:
V= // (22 + y?)dady,
B

O volume é dado por
onde Béoretangulo0 <x <1, 0<y < 1.



Assim,

1 1 1
Vo= // (m2+y2)dxdy:/ / (x2+y2)dxdy:/
B 0 0 0
1

1, 13t 11 2
- A[3+yL@—Ey+3L—3+3—3
3) Determine o volume do so6lido S que é limitado pelo paraboloide eliptico
22 + 2y? + z = 16, pelos planos = 2 e y = 2 e pelos trés planos coordenados.
Solugao:
Observe que S é o solido que estd abaixo da superficie z = 16 — 22 — 2% e
acima do quadrado R = [0, 2] x [0, 2]. Logo,

2 2
V = // (16 — 22 — 2¢*)dady = / / (16 — z2 — 2y*)dxdy
R o Jo
2 =2 2

3 ‘ 88
= / [1637 T 23:3/2} dy = / ( — 4y2> dy

_ (88 4y
B ENRE

3
T 2
3 + zy

r=1
dy
=0

2
] = 48.
0

E se a base nao for um retangulo? Vejamos com um exemplo:
4) Calcule // xydzdy, onde B é o conjunto de todos os (z,y) tais que

B
0<z<1,0<y<2%
Solugao:

Seja Roretangulo 0 <x <1,0<y < 1.
Seja F(z,y) definida em R e dada por

0, se(xy)¢B

/ /B ydzdy / /R Fla, y)dady

Fa,y) = { xy, se (z,y) €B

Assim,



Pelo Teorema de Fubini,

//I%F(x,y)dxdy:/ol /01 Fa, y)dyda

Para cada x fixo em [0, 1],

s = [ P, g)dy = / " Pin+ / ' Fla.y)dy

2

Como F(z,y) = 0 para y > 22, resulta

B(z) = /Oxz F(z,y)dy = /;2 zydy

Logo,

y=a’
Y ] dx
2

y=0

[foviear = [][

Vamos calcular / / xydzdy, invertendo a ordem de integragao. Temos:
B

//R F(z,y)dzdy = /01 /01 F(x,y)dzdy

Para cada y fixo em [0, 1],

aly) = /01 F(z,y)dx = /O\/g F(z,y)dz + /\/; F(z,y)dx

10



Como F(x,y) = 0 para = < /y, resulta
1

aly) = /\;F(x,y)dx: /ﬂxydx

Logo,
1 1 1 2 jx=1
// xydxdy:/ [/ xydx] dy:/ [W ]dy
B 0o |/vw 0 2 oy
1
:/19_92d:y2_y3 _o1_ 1
o L2 2 4 6], 4 6 12

Com raciocinio analogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes con-

sequéncias do Teorema de Fubini.
Corolario 1: Sejam c(x) e d(z) duas fun¢bes continuas em [a, b e tais que,

paratodo z € [a,b], c(z) < d(z). Seja B = {(z,y) € R? |a <z < b,c(z) <y < d(z)}.
Nestas condigdes, se f(z,y) for continua em B, entdo

d(z)

/ /B F(a, y)dady = / b l / N f(axy)dy] dz

A
L [
409 | 'I/‘\//ﬁ
|
R
‘JE;*F 7\_4‘-‘4~—\—)

o % l)

Corolario 2: Sejam a(y) e b(y) duas fung¢des continuas em |[c, d] e tais que,
paratodoy € [c,d], a(y) < b(y). Seja B = {(z,y) eR* | c <y <d,a(y) <z <b(y)}.
Nestas condigdes, se f(z,y) for continua em B, entdo

b(y)

[z, y)dxdy = ' [z y)dz | dy
B c a(y)



=
A+ —
a(y) b(Y)
Exemplos:
5) Calcule // (x — y)dxdy, onde B ¢ o semicirculo 2% + y? < 1,2 > 0.
B
Solugao:

Para cada = € [0,1], o y varia entre c(z) = —v/ () = V1 —22.

Fazendo a mudanca:

r=0=>u=1

u=1-—2% du=—2xdx
r=1=u=0

temos

3

1 1
2
/2;1:\/1—3:2d33=/ Vudu = =.
0 0

12



Portanto

//B(a:—y)dxdy = ;

E possivel fazer a mesma conta invertendo a ordem de integracdo. Obser-
vando que para cada y € [—1,1], o x varia entre a(y) =0 e b(y) = /1 — y2.

Llj)mh’-:\j_""

7

]

6) Determine o volume do tetraedro limitado pelos planos = + 2y + z =
2, =2y, =0, z=0.
Solugao:
Q( {O\OVQ)

*=9

% '—'23

Base:

13



8

V//B(Qchy)dxdy/ol l/:g(2x2y)dy] dx
Z/O1 2y — 2y — 7],
- (20-9)-20-9)-0-3-e() =) - ()=
:/01(:52—2x—|—1)dx:[ij—x?—kx};:;

Algumas vezes, escolher entre uma ordem de integragdo ou outra pode fazer
toda a diferenca nas contas (deixando-as mais faceis ou mais dificeis). Por isso,
saber mudar a ordem de integragao é muito importante.

7) Calcule // e_y2dmdy, onde B é o tridngulo de vértices (0,0), (1,1),
B

(0,1).
Solugao:

=

x
2 dx

[V

S

—
o |

yel0,l]]=0<z<y; z€0,1]]=2<y<l1

1 y
// e_y2da:dy = / [/ e_yde] dy (facil de calcular)
B 0 0
1 1 )
/ [/ e Y dy] dx  (problemal)
0 x

1
8) Inverta a ordem de integracdo na integral / [ /
0 T

ou

V2—x2?
[z, y)dy] dr,

onde f(z,y) é suposta continua em R2.
Solugao:

14



Regido: z € [0,1] ez <y < V2 — 22
=22 4+y?=2

y=v2-—22=y?=2—-2?

Assim, B = B; U By. Logo,

/01 Vm\/ﬁf(:c,y)dy] da = /31 f(:v,y)d:cdy+/32 [, y)dzdy = (x)

onde B; ¢ o triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (0,1) e B2 o conjunto dos (z,y)
taisque 0 <z < 1,1 <y < v2— 22

Dai,
() = /0 [/Oyf<x,y)d4 dy+/1ﬁ [/Omﬂm,y)dx] dy

9) Utilizando integral dupla, calcule a area da regido compreendida entre os
graficos das funcées y =zr ey = —22 +x+1,com —1 <z < 1.
Solugao:

Seja B a regiao dada. Temos: 4rea de B = // dxdy.
B

u
z

T
U= =% +X+A

(0

Dai,

15



1 —mz+z+l
/ dxdy = / [/ dy} dzx
B —1 T

1

y—fw +z+1dx

/ 1
[t e[
(313

3. Aplicagoes
3.1. Area de Superficie

Seja S uma superficie com a equacdo z = f(x,y), onde f tem derivadas parciais
continuas. A area de S, denotada por A(S), é dada por:

- S () () e

onde B é o dominio de f.

Observe a semelhanca entre a f()rmula da area de superficie e a férmula do
comprimento de arco de uma curva y =

Niaep

Exemplo: Determine a area da superficie z = 22 + 2y que fica acima da
regido triangular T no plano xy com vértices (0,0),(1,0) e (1,1).
Solugao:

1

(4.’.\}

{

VA

(09) l (A0)

A regido T & descrita por T' = {(z,y) |0 <2 < 1,0 <y < z}.

16



Logo, a area A é:

e f T G
- [ verreria]w

1 T 1 = 1
:/ [/ \/41:2—|—5dy} d:c:/ [y\/4x2—|—5’y 0] dzz/ xV4x? + 5 dr = (%)
o LJo 0 y= 0

Usando a substituicdo u = 422 + 5, temos du = 8zdz. Os limites de integraco
mudam dez=0=u=5exz=1=u=9. Assim,

1 112 4 ? 1 1
_ _ L2321 = 2 |g3/2 _53/2| — ~ (97 _
(*)_/5 Sﬁdu—s{gu ]5—12 {9 ) }—12(7 5\/5)

3.2. Massa e Densidade

Seja B uma regido plana de uma lamina. Uma fun¢do § : B — R continua e
positiva é chamada de funcao densidade superficial de massa associada a
B se, para toda sub-regiao B; C B, a massa de B; é:

massa de By = / 0(z,y) dA
B1
desde que a integral exista. Nesse caso, a massa total da lamina é:

massa de B = // 0(x,y) dA
B

Se a densidade é constante, §(z,y) = k, entdo a massa é m = k- A(B), onde
A(B) ¢é a area de B. Nesse caso, dizemos que a lamina é homogénea. Caso
contrario, ela é dita nao-homogénea.

H4 ainda outros tipos de densidade que podem ser tratados da mesma ma-
neira, como a densidade de carga elétrica, que veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Uma carga elétrica esta distribuida na regiao triangular 7' da
figura, de modo que a densidade de carga em (z,y) é §(z,y) = zy, medida em
coulombs por metro quadrado (C/m?). Determine a carga total.

Solugao:

17



Temos

Carga Total = // o(x,y) dA
T
1 1 1 y2 y=1
= / [/ Ty dy] dr = / [m} dzx
0 1—x 0 2 y=1—=z

:/01“’”[12_(1—95)2]@:;/01(2952—173)%

2
_12:103 x41_5
203 4, 24

3.3. Momentos e Centro de Massa

Seja B a regido ocupada por uma lamina e d(zx,y) sua funcao de densidade. O
momento de massa em relagao ao eixo z é definido como:

Mz://By-(S(x,y) dA

De modo semelhante, o momento de massa em relagao ao eixo y é:

My = [[ a-8(w.0) s

O centro de massa (Z, ) da lamina é definido por:
M, 1 M, 1
m m B m m B
onde a massa total m é dada por m = // d(z,y) dA.
B

3.4. Momento de Inércia

Seja B a regiao ocupada por uma lamina e §(x,y) sua densidade. Definimos:

18



e Momento de inércia em relagao ao eixo z: [, = // y?6(z,y) dA.
B

e Momento de inércia em relagao ao eixo y: I, = // 25(x,y) dA.
B

e Momento de inércia em relagdo a origem (ou momento polar de
inércia): Iy = // (2® + %) 6(z,y) dA.
B

Observe que Iy = I, + I,,.

4. Integrais Duplas em Coordenadas Polares

Esse é um caso particular de mudanca de varidveis, veremos mais casos mais
adiante.
As coordenadas polares (r,6) de um ponto estdo relacionadas com as coor-
denadas retangulares (z,y) pelas equagoes:
r?=a2%2+y? x=rcosh, y=rsend
A partir dessas relacoes, podemos definir um retangulo polar:

R={(0)|a<r<ba<0<p)

Para calcular a integral dupla sobre um retangulo polar R, dividimos o
intervalo [a, b] em m subintervalos [r;_1,7;] e o intervalo [a, 8] em n subintervalos
[6;-1,0;], definindo novos retdngulos R;; e calculamos a area de cada R;;.

Usando Soma de Riemann e a definicdo de integral dupla, concluimos o
seguinte:

Teorema: Se f é continua no retangulo polar R dado por 0 < a < r <
b,a <0< f3,onde 0 < —a<2m, entao:

//Rf(ff,y) dA:/j/abf(rcosﬁ,rsenG)rdr do

Exemplos:
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1) Calcule // (3x+4y2) dA, onde R é a regidao no semiplano superior
R

limitada pelos circulos 2 + 3% =1 e 22 + 9% = 4.
Solugao:
A

A regido ¢ R = {(z,y) | y = 0,1 < 2% +y? < 4}, que em coordenadas polares
é dada por:
R={(r0)|1<r<2,0<0< 7}

Assim,
™ 2
// (3z 4 4y?) dA = (3rcos @ + 4r* sen®6) r dr df
R

1
2

(3r2 cos 8 + 413 sen? 9) dr} do
1

[r3 cos 0 + r sen 9] df = / (7 cos 0 + 15sen? 9) df

s

I
o\o\o\:‘o

1 T
(7cos€—|— 1—00529> {7sen0+9—45$er129
0
T

—_
NN | Ot

2) Determine o volume do solido limitado pelo plano z = 0 e pelo paraboloide
z=1-a2% 9%

Solugao:
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Se tomarmos z = 0, entdo teremos % + 32 = 1.
Dessa forma, o s6lido estd abaixo do paraboloide e acima do disco D dado
por z2 + y? < 1. Em coordenadas polares, o disco é dado por:

D={(r0)]0<r<1,0<60<27}

Assim, o volume V é:

v [ (1—x2—y2)dA:/02ﬂ/01(1—r2)rdrd9:/027r/01(r—r3)drd9

D
27 2 477=1 27
:/ {7’7”] d(,:/ 1y ™

Note que, se trabalhdssemos com coordenadas retangulares, teriamos

1 V1—x2
V= / / (1 —2? - y2) dydzx,
—1J—v1—x2

que nao é facil de calcular.
Corolario: Se f é continua em uma regiao polar da forma

D={(r0)|a<0<p5, hi(0) <r<hy(0)}

B rh2(0)
// flz,y) dA :/ / f(rcosf,rsen@)r dr db.
D (0% h1(0)

entao
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Exemplo:

3) Determine o volume do sélido que estd sob o paraboloide z = 22 + y2,
acima do plano zy e dentro do cilindro 22 + y? = 2z.

Solugao:

O solido est4 acima do disco D, cuja fronteira tem equacio 22 — 2z +y? = 0,
ou seja, (v —1)% +y% = 1.

2

Em coordenadas polares, substituindo z2 + 4> = r? e x = r cos 6, a equacdo

da fronteira se torna:
r2=92cosf <& r=2cosh

A regido D é varrida quando 6 vai de —7/2 a 7/2. Logo,

sesg,

D:{(r,0)|f OSTSQCOSO}
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Portanto, o volume V é:

//D(:Eerzﬁ) dA:[
/_; (2CT9)4d9:4/_

us
2

8/2 (1—'_020529) d0—2/ (1+2c0529+cos 29) do
0
El 1 4 1
:2/ (1+2c0329—|— +cos 0) df = 2 (;+2c0520+2c0549) df
0

=2 §9+sen29+lsen40 :2 § z+0+0
2 8 o 2 2

[ME]

v

B}

2 cos O z ?"4 r=2cos 0
/ r2.rdr d0:/ { } do
0 -% 4 r=0

MER

cos 9d9—8/2 cos* 0do

[ME]

5. Integrais Triplas
5.1. Definicao

Seja A o paralelepipedo a < x < a1, <y < b,c < z<c¢. Sejam P : a =
2o <11 <2< <y =a; B :b=yw <y <yp< - <yn=>b
eP;:c=2 <z <2z <..<z =c particdes de [a,a1],[b,b1] e [c,c1],
respectivamente. O conjunto de todas as ternas (z;, y;, 2x) denomina-se particao
do paralelepipedo A. Uma particdo de A determina m - n - p paralelepipedos

Seja B C R3. Dizemos que B é limitado se existir um paralelepipedo A tal
que B C A.

Seja f : B C R?® — R, com B limitado. Assim, existe um paralelepipedo A
de faces paralelas aos planos coordenados que contém B. Seja P uma parti¢ao
de A. Definimos

n m p
// f(z,y, z)dedydz = hm ZZZf (xijr) Ax; Ay; Az

z:l j=1k=1

quando o limite existe.

5.2. Uma condicao suficiente para integrabilidade

Definigao: Seja D C R3. Dizemos que D tem contetdo nulo se, para todo
e > 0 dado, existir um ntmero finito de paralelepipedos A1,..., A, tais que
DCAU...UA, e> " m(A) <e, onde m(A;) é o volume de A;.

Teorema: Seja B C R® um conjunto limitado e f : B — R uma funcio
continua e limitada. Se a fronteira de B tiver conteido nulo, entdo f serd
integravel em B.

Observagao: As propriedades que enunciamos para integrais duplas tam-
bém sao validas para integrais triplas.
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5.3. Calculo de uma Integral Tripla

Seja K C R? um conjunto compacto com fronteira de contetdo nulo e se-
jam g(z,y) e h(z,y) duas funcoes de valores reais, continuas em K e tais que
g(z,y) < h(z,y),Y(z,y) € K. Seja B o conjunto

B = {(x,y,z) | g(x,y) <z< h’(xvy)7 (x’y) € K}

A fronteira de B tem contetido nulo.

|
|

|

|

i
®

: o) - -__

Seja f(x,y,z) continua em B. Com procedimento anédlogo ao adotado nas
integrais duplas, prova-se que

h(z,y)
][ @ 2rdndyiz= [[ | [ sty s dody
B K |Jg(z,y)

Com as devidas adaptagoes, temos também

[ rh(x,z)
/// f(x,y,Z)dwddez// / f(z,y,2)dy| dzdz
B K |Jg(z.2)

onde B = {(ac,y7z) | g(xuz) Sy< h(x,z), (LC,Z) € K} E

h(y,z)
J[[ t@zaaz= [[ | [ g 2)do| agas
B K [/g(y,2)

onde B = {(m,y,z) | g(y,z) <z < h(yaz)’ (y7Z) € K}
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Exemplos:
1) Calcule /// xdxdydz, onde B é o conjunto de todos os pontos (x,y, z)
B
tais que
0<z<1l, 0<y<z, 0<z<ax+y.
Solugao:
Temos
B={(z,y,2)|0<z<z+y, (z,y)€K},
onde K éo tridngulo 0 <z <1,0<y < z.
Dai,

Tty
/// rdrdydz = // [/ xdz} drdy = // [22)2 =5 Y dady
B K LJo K
1 T
= // z(z + y)dedy = / [/ (z* + :By)dy} dx
K o LJo
1 2qy=2 1 3 1
:/ [m2y+xy} dx:/ (sc3+x)dx=/ §x3d;v:§
0 2 |- 0 2 0o 2

Definigao: Seja B um subconjunto de R3, limitado e com fronteira de
conteudo nulo. Definimos o volume de B por:

volume de B = /// dxdydz.
B

2) Calcule o volume do sélido definido por todos os (z,y, 2) tais que z2+3? <
2<2— a2 — yz.

Solugao:

Primeiramente, vamos determinar a projecao do sélido no plano xy, ou seja,
o conjunto K. Para isso, vamos encontrar a intersecdo dos gréificos z = 22 + 32
ez=2—x2—y%

0]
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Temos:
P4yt =2—- 2%+ o 22 +22 =2 & 22 +yP =1

A intersecdo é, entdo, a circunferéncia z? + y2 = 1 no plano z = 1.
Sendo B o conjunto dado, temos: B = {(z,y,2) | 2? +y? < 2 <2 —2? — % (z,y) € K},

onde K ¢ o circulo 22 4+ y? < 1. Assim,

2—902—3;2 5 o
vol.B = /// dxdydz = // / dz | dedy = // [z]iii;fy;y dxdy
B K |Ja K

2+y2
:2// (1—x2—y2)dmdy
K

Passando para coordenadas polares:

2m 1 2 1
Vol.B:Q/ [/ (1—p2)pdp}d0—2/ {/ (p—p?’)dp}dﬁ
0 0 0 0
27 2 41 27
PP 1 1
:2 _— = — = - — —
eI A G
"1 1 1
=2 Zdf = =077 = = (27) =
/O 140 = S[0R" = S(m) =7

3) Calcule / / / V22 + 22dzdydz, onde B é a regido limitada pelo parabo-
B

loide y = 2 + 22 e pelo plano y = 4.
Solugao:

an
>

Quais as possibilidades para a regiao de integracdo K? Sao as projegoes do
sb6lido B em cada um dos planos coordenados.

AY e
B |
\\ 4 y=xX'
y\ | //
N
— P
T 2 X
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Se considerarmos a regido Ki:
Precisamos escrever g(z,y) < z < h(z,y). Temos z = ++/y — 22. Logo,

B = {(Jc,y,z) | —Vy—2a? <z<y—a? (z,y) eKl}, onde K7 = {(z,y) |

-2 <2 < 2,22 <y <4} Dai,

///B\/mdxdydz:/:l/;[/_\/;\/mdz

dy] dx

que é extremamente dificil de calcular!

Para K5, teremos um problema parecido.

Vejamos o que acontece com Kj:

Temos 2% + 22 <y < 4. logo, B = {(z,y,2) | 2® + 22 <y <4,(z,2) € K3},
onde K3 é o circulo 22 + 22 < 4.

Dai,

4
/// V2 + 22drdydz = // [/ Va2 + z2dy] dxdz
B Ks 12422
= // (4 - z2) vV x2 + 22dxdz
K3

Em coordenadas polares:

2m 2 2T 2
-/ U (1= ?) V2 ~pdp} an= | U (49? —p“)dp} o
0 0 0 0
27 3 572 27 27
4 32 32 64 128
:/ L de:/ oL 22 dé?:/ 2dp = =T
0 3 5], o 3 5 o 15 15
1 z? Yy
4) Expresse a integral iterada / / / f(z,y, z)dzdydxr como uma in-
o Jo Jo
tegral tripla e, entdo, reescreva-a como uma integral iterada em uma ordem

diferente, integrando primeiro em relagao a x, depois a z, e entao a y.
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Solugao:
Podemos escrever

/01/05 /Oyf(x,y,z)dzdydx:///B Fap, D)V,

onde B = {(z,9,2)|0<2<1,0<y<2?0<z<y}. Essa descrigdo de B
nos permite escrever as projeces sobre os trés planos coordenados, como a
seguir:

e sobre o plano zy: Ki = {(z,y) |[0<2<1,0<y<a?} = {(z,y) | 0 <
y<1,y<z <1}

e sobre o plano yz: Ko = {(,2) |0<y<1,0<2<y}={(y,2)|0< 2z <
1L,z<y<1}

e sobre o plano zz: K3 = {(z,2) |0 <2 < 1,0 <z <2?} = {(z,2) |0 <
z<lyz<z<1}

Para integrar primeiro em relacao a z, depois a z e, por iltimo, a y, usamos
a seguinte descri¢ao alternativa de B:

B={(z,y,2) |0<y<1,0<z<y,/y<z <1}
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Logo, 1 1
///B f(@,y,2)av :/O /Oy /ﬁf(w,y,z)dmdzdy.

5.4. Aplicagoes de Integrais Triplas

Além de calcular o volume de um sélido, como j& vimos, todas as aplica¢oes de
integrais duplas podem ser estendidas para integrais triplas.
Se d(x,y,z) é a funcdo densidade de um objeto que ocupa uma regiao B,

entao sua massa €
mp = /// o(z,y, z)dV.
B

e seus momentos em relacao aos trés planos coordenados sao:

M,, = ///B x0(x,y, z)dV,

Mmz:///Bw(a?,y,Z)dK
M,, = / / /B 25z, y, 2)dV.

O centro de massa esta localizado no ponto (Z, 7, Z), onde

_ M, M, _ My,
r=— Yy= ) = .
m m m

Os momentos de inércia em relagdo aos trés eixos coordenados sao:

Im:///B (v + 2%) 6(z,y,2)dV, Iy:///B (2 + 2%) §(z,y, 2)dV,
I = ///B (z® +y?) 8(z, y, 2)dV.

Exemplo: Determine a massa de um sélido com densidade constante § que
é limitado pelo cilindro paraboélico z = 22 e pelos planos y = z, y =0 e z = 1.

Solugao:

O so6lido B pode ser descrito como

B:{(%%ZHOSZJSZ,(%Z) GK}v
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f
\

Entao, se a densidade 6(z,y,2) = J, a massa é

e [ o= [[ [[ o] s
:5//K[y]g:gdxdz=5/_ll [/: zdz] dat:(i/_ll [ﬂ_: da
N e e I (R CED I B

6. Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas
Seja P um ponto em R3. P & representado pela tripla ordenada (r,0, z), onde

(r,0) sdo as coordenadas polares da projecio de P no plano zy e z é a distancia
orientada do plano zy a P.

30
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X, Ln.e,o)

Para convertermos de coordenadas cilindricas para retangulares, usaremos
as equagoes:
xr=rcosf, y=rsenf, z=z
enquanto que para converter de coordenadas retangulares para cilindricas, usa-

mos:
r? =22+ tgf= g, z=z.
x
Exemplos:
1) Considere o cilindro circular com equagao cartesiana x? + y? = ¢?. Seu
eixo de simetria é o eixo z.
Em coordenadas cilindricas sua equagdo é simplesmente r = ¢ (com 6 e z

livres).

N F
: !
)
{ (0,c,0)
gig R aapS——Sg
(cﬂolo) e ‘8
//
PP
‘:" _
I S -

2) Descreva a superficie cuja equagio em coordenadas cilindricas é z = r.
Solugao:
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Note que

22:r2:m2+y2.

Assim, temos que a equacdo z = r representa o cone 22 = 224+y? em coordenadas
cartesianas.

Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Cilindricas

Seja F uma regiao tal que

E={(z,y,2) [ w(z,y) <z <us(z,y), (z,y) € D}

e a projecao D tenha uma representacdo conveniente em coordenadas polares.

1 n=hg
o /o ©)
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T g Mo (!/fj)
(1" J
‘\¢_~_‘, " 'l'b\l('lu\
:: )Q
Assim,

uz(ﬂﬁay)
// flz,y,2)dV = // / flz,y,z)dz
ul(%y

ha(0) 2(r cos 0,rsen 0)
/ / / f(rcosf,rsend, z)r dzdrdfd
h u

1(0) 1(r cos 0,r sen )

dA

onde esta ultima é a férmula para integracao tripla em coordenadas cilindricas.
Exemplo:
1) Um solido E esta contido no cilindro 2% + y? = 1, abaixo do plano z = 4
e acima do paraboloide z = 1 — 22 — 2. A densidade em qualquer ponto é
proporcional & distancia do ponto ao eixo do cilindro. Determine a massa de F.
Solugao:

2,2

Em coordenadas cilindricas:
e cilindro: » =1 (0 livre, z livre)
e paraboloide: z = 1 — 72 (0 livre)

Assim,
E={(r6,2)|0<0<2m, 0<r<1,1-r*<z<4}
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Por outro lado, como a densidade em (z,y, z) é proporcional a distancia ao

eixo z, temos
0(z,y,z) = ka2 +y?=k-r

onde k é constante.
Portanto, a massa m é

m= /// §(z,y,2)dV = /// kv/x? + y2dV
E E
27 1 4 27 1
= / / / (kr) - rdzdrdf = / / kr?[z]?=1_,2drdd
o Jo Ji-r2 o Jo
2T 1 2T 1
= k:/ / r? [4 — (1 — rz)} drdf = k:/ / (37‘2 + 7“4) drdf
o Jo o Jo
2 57 o 6 12k
—k s d@zk/ 1+-)do=k( )0 =
[oles] e (eg)w=n(3) o -5

2 Va—xz?
2) Calcule I :/ /
—2.J—

2
z? + y?) dzdydz.
Vi—a? /\/W ( )

Solugao:
A regido de integragio é:

E:{(x,y,z)|—2§x§2,—\/4—m2§y§\/4—x2,\/x2+y2§z§2}.

e a projecdo de E sobre o plano zy é o disco z2 + y? < 4.
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Em coordenadas cilindricas:

E={(r6,2)|0<0<2r,0<r<2r<z<2}

Logo, a integral se torna

1:/// (m2+y2)dV=/2ﬁ/2/2r2-rdzdrd@
/ / 122 erdo—/%/ 2 — r)drdf
/ / 98 — drdﬁ—/o [22—’"5}:2(10
G R G
-

2
() ag— [ S S - 1
0

5 )

7. Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

Seja P um ponto em R3. Ele é representado pela tripla ordenada (p, 6, ), onde
p = |OP| é a distancia da origem a P, 6 é o mesmo angulo que nas coordenadas
cilindricas e ¢ é o angulo entre o eixo z positivo e o segmento de reta OP.

Observe que
pz20, 0<p<m.

35



Exemplos:
1) A esfera de centro na origem e raio ¢ tem equagio p = ¢ em coordenadas

esféricas.
2) 0 = c é a equagdo de um semiplano vertical (p e ¢ livres):

A3

N

3) ¢ = ¢ é um semicone:
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Considere a figura:
s =T,
‘Pl
. (xfjfo)
X

Usando semelhanca de triangulos e propriedades trigonométricas, temos as
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relagoes de conversao:
x = psen pcosf

y = psenpsinf
Z = pcos¢y
Além disso,
02 =24 y? 22
Calculo de Integrais Triplas com Coordenadas Esféricas

Procedendo de maneira similar ao que foi feito em coordenadas polares (em R?),
é possivel mostrar a seguinte formula para integracio tripla em coordenadas
esféricas:

d B b
/// flz,y,2)dV :/ / / f(psen @ cosf, psen wsen b, pcos @) p* sen pdpdfdyp
E c a a

onde F é uma cunha esférica (um setor esférico) dada por

E={(p,0,p)|la<p<b, a<0<p, c<p<d}

Essa formula pode ser estendida para incluir regioes esféricas mais gerais, como

E={(p,0,¢) | a<0<B,c<p<dgi(0,0) <p<g2(0,0)}

Exemplos:

a2
1) Calcule /// ela®+yP+2%)° dV, onde B é a bola unitaria:
B

B={(z,y,2) | 2* +y* + 22 < 1}.

Solugao:

38



Como a fronteira de B é uma esfera, utilizaremos coordenadas esféricas.
Temos:
B={(p0.0)|0<p<10<0<2m0< 0 < 7}

Além disso, p? = 22 + y% + 2°. Logo,

2m 3 2
/// 4y’ +2%) / / / / - p? sen dpdfdyp
2w 3
= / / / p2ef” sen pdpdfdy
o Jo Jo

Fazendo a substituicdo u = p3, temos du = 3p%dp e

™ 27 2m
_ / / sen o ( / du) dbdip = / / NP (4] dody
27
/ / G A 1)dOdyp = / sen ¢ (/ d9> dy
0

:egl 27 - /0 senwd@—w [— cos @]}
_ 2m(e—1) ] _2m(e—1) o dm
= 22D (eostr) — (—eon()) = T (1) - (-1)) = e 1)

2) Determine o volume do sélido que fica acima do cone z = /22 +y2 e
abaixo da esfera 2% 4+ ¢ + 22 = 2.

Solugao:

Note que a equacao da esfera pode ser reescrita como:

2
1 1
m2+y2+z2—z=0@x2+y2+(z—2> = -

Esta ¢ a esfera de centro (0,0, %) e raio %, que passa pela origem.

X

Em coordenadas esféricas:
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e esfera: p?> =z = p? = pcosy, o que nos da p = cos .

e cone: z = /22 +y2 = pcosp = \/(psenpcosf)? + (psenpsend)? =
Vp?sen? p = psenp = cosyp = seny, ou seja, Y = 7

Assim, a descricao do solido E' em coordenadas esféricas é

E={(po.9)l0<0<2m, 0<0<T, 0<p<cosy)

Portanto, o volume é:

2w pm/4  pcos e
V(E) = // dV = / / / 0% sen pdpdpdh
E o Jo 0

2T /4 3] P=COS @ 2T w/4 3
:/ / seng- |2 ww:/ / Senpeos’ Y, g
0 0 3 0 0 3

p=0
Para a integral em ¢, usamos a substituicao u = cos ¢, du = —sen @dp e entao
1 2 4, qe=m/4 1 27 5 /9)4 14
V(E) = f/ [—C"b ‘P} d = f/ _2RR (-) do
3 Jo N P 3 Jo 4 4

1 (> / 4/16 1 L™/ 1 4
== — Ly )de =< ——+—|db
3/0 ( 4 +4) 3/0 (16+16>

2m
:1/ idgzi[g]gﬂzﬁzf
0

8. Mudanca de Variaveis Quaisquer

8.1. Integrais Duplas
Seja
T:QCR* — R
(u,v) +—  T(u,v)=(z,y)

uma transformacdo (ou funcéo) do plano uv no plano zy, onde = e y estdo
relacionados com u e v pelas equagoes:

z=g(u,v) e y=h(u,v)
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Em geral, vamos considerar 7' uma transformacio C!, o que significa que g
e h tém derivadas parciais de primeira ordem continuas.

Se nao existem dois pontos com a mesma imagem, T é dita injetora.

Se restringirmos aos pontos da imagem e T for injetora, entdo existe uma
transformacdo inversa 7! do plano xy para o plano wv e, assim, é possivel
escrever u € v em termos de x e y:

u=Gz,y) e v=H(zy).

Podemos fazer a seguinte definicao:
Definigao: O Jacobiano da transformacio 7 : @ C R? — R? dada por
x=g(u,v) e y = h(u,v) é

% % 7%‘83/ dzx Oy
2 32 C Ou v Ovou

Vamos ver como a mudanca de varidveis afeta a integral dupla.

p=he 3

(s )
b r [ i

D

( o ALL
i (“q.an) L

e

T(Uo.*(a) n(uv) X

=\

Fazendo aproximagoes da area de R, relacionando-a com a transformagao
T e a area de S, e usando a defini¢do de integral dupla, é possivel mostrar o
seguinte:

Teorema (Mudancga de Variaveis em uma Integral Dupla): Seja
T :Q C R? - R? uma transformagao C' dada por (x,y) = T(u,v), com
x = z(u,v) e y = y(u,v), cujo Jacobiano seja nao nulo. Sejam By, C 0, By,
compacto e com fronteira de contetido nulo, e B = T (B,,) a imagem de B,,.
Suponhamos que T (B,w> =BeT seja inversivel no interior de B,,. Nessas

condigoes, se f(z,y) for integravel em B, entdo

J[ sy = [ ot vt | 522

Exemplos:
1) Seja T a transformacado do plano r6 para o plano zy dada por

dudv

r=rcosf e y=rsenf
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Temos

oy _| 3 %
a(r,0) v 90

cosf) —rsenf
senfl  rcosf

‘:rcos29+rsen20:r>0.

or o0

Assim,

_ 00) . 3(33,11)‘
//B f(x,y)dxdy—//BTe f(rcosf,rsend) ’3(7“,9) drdf
= // f(rcosf,rsen@)rdrdd
Brg

como ja conheciamos.
cos(z — y) ) .
2) Calcule —————~~dxdy, onde B é o trapézio 1 <z +y <2,z >0,
5 sen(z + y)
y = 0.
Solugao:
A regido B é a seguinte:

u=x— r=4+ 2
Lz - (o0
v=z+ty Yy=135—73
Seja T : R? — R? a transformacio dada anteriormente onde (x,y) = T'(u,v).

Note que T é de classe C!.
O Jacobiano de T é dado por:

oy _| 5 o
d(u,v) %—z %

Vamos determinar B, de modo que B = T (B,,). Seja T~! a inversa de T,
entdo B,, ¢ a imagem de B por T~ !, onde

T_l' U=x—-Y
: U:I+y

|
o=
INIEE NI
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T—! transforma as retas t +y =1, 2 +y = 2, y = 0 e & = 0, respectivamente,

nasretasv=1,v=2, v=uev = —u.

Dai,

2 v
// cos(z — y) ——dxdy = // oSt 1dudv = 1/ / Y gua| dw
5 sen(z ) L, senv 2 2 )1 |J_, senw

+
1 [senq = dv:1/2 senv — sen(—v) o
2 senvlu=—v 2 J; senwv
1 [?2 2
:7/ Sen”dUZ/ ldv =1
2 1 Sen v 1

3) Calcule // z?dzdy, onde B é o conjunto x2 4 4y? < 1.
B

Solugao:
Facamos a mudanca de variaveis:

{ T =1cosf { x = 1rcost
=

2y = rsenf yZ%rsenH
Temos
(z,y) ar 8% cos 6 —rsenf T, T,
a(r,0) & Big - %sen& %TCOS& —§COS 9—(—§sen 0) =
a0ty | = 2

A mudanga de variavel (®) transforma o retangulo
Bro={(r,0) |0<r<1,0<6<2n}

no conjunto B dado.
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| ;(24‘1 %
{ [[ - | T —\/{‘,_ﬁ:, \‘/ :j |
z 'S
| - o :8 N \[14452?()2

Temos, entao:

1 27 1
// 2 drdy = // (rcosf)? - L drdo = f/ / 73 cos® Odrdf
B Bye 2 2Jo Jo
2

4q7r=1 27
:1/ cos? 6 - T d&:l/ (:0529d€:ﬁ
2 Jo S — 0 8
—_———

™

oo

Dica: para calcular a dltima integral, use que cos? § = 3 + 3 cos(26).

8.2. Integrais Triplas

Seja T : 2 C R? — R3 uma transformacio que leva uma regido S no espaco uvw
para uma regiao R no espago xyz por meio das equagoes:

z=g(u,v,w), y=h(uv,w), z==k(uvw).

Definigao: O Jacobiano de T é dado por

Oz Oz Oz
Owy2) | 55 8y %
A(u, v, w) v v v

ou ov ow

Sob hipoteses semelhantes aquelas do Teorema anterior, temos:
Teorema (de Mudancga de Variaveis na Integral Tripla):

0
JJ[ st 2vdoavaz = [ fatum). piu ). 2. 0) ]a((jfyw)) dudvdu
Exemplos:
1) Considere a mudancga de variaveis dada por (coordenadas esféricas):
x =psenpcos, y=psenpsenld, 2z = pcosy.
O Jacobiano é:
6(553 y? Z) 2 ..
———= =...=—p“senyp (Exercicio!
9(6.0.¢) ( )
Visto que 0 < ¢ <, temos sen ¢ > 0. Assim, ggz’g’;g = p?sen . Portanto,
/// flz,y, z)dedydz = /// f(psen pcosf, psen psen @, pcos @)-p* sen pdpdfdep,
B B

pby
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como ja sabiamos.

2) Calcule / / / sen(@ )d:vdydz onde B é o paralelepipedo
w + 2y +z
1<2+2y+2<2, Kr+y—z<fel<z<L
Solugao:

Facamos a mudanca de variaveis:

u=x+y—=z T =2u—v+ 3w
v=zxr+2y+z & ¢ y=—-u+v—2w
w=z z=w
Segue que
0.y, ) B
N o) -1 1 =2]=1
(u, v, w) 0 0 1

Além disso, By € 0 paralelepipedo

0<u< 1<v<2 e 0<w<1

s
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Portanto,

/// sen(zty—z),, dydz_/// Senududvdw_/ / / Senudwdudv
T+2y+z Buve
T senu 1 21 u=1
= [w]pdudv = —[—cosu],_g dv
1 Jo v 1 v
2
<1ﬁ>/1dv<1\/§>ln2
2 1 U 2

3) Calcule /// zdxdydz, onde B é o conjunto de todos (z,y,z) tais que

B
—1)? —1)?
(-1, 1)

1 f 9 +22<22
Solugao:
Note que
—1)2 —1)2 —1)2 —1)2
D) UV DS 2V CE) Y

Fazendo a mudanca de variaveis:

71—psen<pcos9 x =1+ 2psenpcosb
%—psen@seHG & y =14 3psenpsend
z—1=pcosy z=1+pcosyp
Temos
A(z,y, )

=6p®senp (Exercicio!)



Além disso, B,g, ¢ o paralelepipedo
0<p<l, 0<6<2mr, 0<p<m.

Segue que

J[[ ztzavaz = [[[

+

pcos ©)|6p% sen p|dpdfdy

POy

(1
(1 + pcos p)p? sen pdpdpdd

(p2 sen ¢ + p? cos  sen go) dpdpdf

/o
5
27 ™ p3 p4 p=1
= 6/ / [ sen ¢ + cosapsengp} dpdd
0 0 3 4 p=0
LG
o Jo

T 1
(3 sen p + 1 oS ¢ sen ap) dypdf

71 1
=6~27r/ <sen<p+cos<psen<p>d<p
o \3 4

(1 +1sen2 T
g CosY+ T .

=127
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