Equacoes Paramétricas e Coordenadas Polares

1. Curvas definidas por equacgoes paramétricas

Suponha que x e y sejam ambas dadas como func¢oes de uma terceira variavel ¢
(denominada parametro) pelas equagoes:

z=ft), y=g()

(chamadas equagoes paramétricas). Cada valor de t determina um ponto
(z,v), que podemos marcar em um plano coordenado. Quando ¢ varia, o ponto

(z,y) = (f(¢), g(t)) varia e traga uma curva C, que chamamos de curva para-
metrizada.

Se nenhuma restricdo for colocada sobre o parimetro t, podemos assumir
que t € R. De forma geral, a curva com equagoes paramétricas

.',27=f(t), y=g(t), a<t<b

tem ponto inicial (f(a),g(a)) e ponto final (f(b), g(b)).
Exemplos:

1) Esboce e identifique a curva definida pelas equagbes paramétricas:
r=t>—-2t, y=t+1

Dica: Tente sempre encontrar uma relagao entre z e y, eliminando o pa-
rametro.

Vejamos alguns pontos da curva, atribuindo valores a ¢:

t | x|y
218 |-1
-1 310
01071
1 (-1] 2
21013
31314
4 1815



2)

Parece que a curva tragada pode ser uma parabola. Isso pode ser verificado
eliminando o parametro t:

Da segunda equagao, temos:
t=y—1
Substituindo na primeira equagao:
c=@y—-1°-20y-1)=0"-2y+1)— (y—2)=¢> —4y+3

Assim, a curva representada pelas equagdes paramétricas dadas é a para-
bola:
r=y*>—4y+3

— A equacgdo em z e y nos descreve onde a particula estava, mas nao
quando ela estava em um ponto especifico. As equacOes paramétricas tem
essa vantagem: elas nos dizem quando a particula estava em determinado
ponto, além de indicar a diregao do movimento.

Que curva é representada pelas seguintes equagoes paramétricas?

a) r =cost, y=sent, 0<t<2m.

b) x =sen2t, y=cos2t, 0<t<2m.

Solugao de (a):

Marcando alguns pontos:



4 T |y
0 110
/2 | 0|1
s -1 0
3r/2 1 0 | -1
27 110

Neste caso, nao conseguimos isolar ¢ facilmente. Porém, note que:
2?2 +y? =cos’t+sen’t =1

Entdo, o ponto (z,y) se move na circunferéncia unitaria 2 + y*> = 1.
Quando ¢t aumenta de 0 a 27, o ponto (z,y) = (cost,sent) se move uma
vez em torno da circunferéncia, no sentido anti-horério, partindo e che-
gando no ponto (1,0).

Solugao de (b):

Temos:
22 4+ 9% = sen? 2t + cos? 2t = 1

de modo que as equagbes paramétricas também representam a circunfe-
réncia 2 + y?> = 1. Mas, quando t varia de 0 a 27, o ponto (z,y) =
(sen 2t, cos 2t) comega em (0,1) e se move duas vezes em torno da cir-
cunferéncia, no sentido horario.



Observagao: No exemplo anterior, podemos observar que diferentes equa-
¢oOes paramétricas podem representar a mesma curva. O que muda é a maneira
como a curva é percorrida (ponto inicial, sentido e velocidade).

2. Calculo com curvas parametrizadas

Tangentes

Suponha que f e g sejam funcgoes diferenciaveis e que queremos encontrar a reta
tangente a um ponto da curva x = f(t), y = g(t), onde y também é uma fungio
diferenciavel de z.

Pela Regra da Cadeia:

dy dy dx

dt — dx dt
Assim, se ‘fj—‘”t” #0:

dy  dy/dt

de — dx/dt

Essa equacdo nos permite encontrar a inclinacao % da tangente a uma curva
paramétrica sem ter que eliminar o parametro ¢.

A curva tem uma tangente horizontal quando % =0 (desde que %% £ 0)
e tem uma tangente vertical quando % = 0 (desde que Z—?t’ #0).

Além disso, a segunda derivada é dada por:

&y d(dy) % (&)

dr? ~ dx

2 2 2
ne d d*y/dt
Atencao: Jde #* T/

Exemplo: Uma curva C é definida pelas equacoes paramétricas = = t2 e
y =1t — 3t.

a) Verifique que C tem duas tangentes no ponto (3,0) e encontre suas equa-
coes.



b) Encontre os pontos de C' onde a tangente é horizontal ou vertical.

c) Determine onde a curva é concava para cima ou para baixo.

d) Esboce a curva.

Solugao:

a) Observe que o ponto (3,0) ocorre quando:

b)

c)

y=0t2-3t=0ctt*-3)=0ct=00ut==+V3

r=3at’=3st=4+V3

Logo, o ponto (3,0) em C surge de dois valores do parametro, t = v/3 e
t = —/3. Isso indica que C se auto-intercepta em (3,0).

Além disso, a derivada % é:

dy dy/dt 3t*-3 3 1
de  dx/dt 2t 2 t

— inclinacio & %Y — 333 _ 6_ _
Para t = V/3, a inclinacéo é 2 B v el b V3.
Para t = —/3, a inclinacdo ¢ ¥ =38-3__¢6 V3.

dx t=—/3 —2v3 7 —23 =T
Lembre-se: a equacdo da reta tangente em (o, yo) € y—yo = Z—z (x—x0).
Logo, as equagoes das retas tangentes em (3,0) so:

y:\/g(x—?)) e y:—\/g(xf?:)

A tangente é horizontal quando % =0e % = (0. Temos
dy 2 2
E:()@St —3=0&t"=1t==+1

Logo, os pontos de C onde a tangente é horizontal sdo (x(1),y(1)) =
(17 _2) e (l’(—l),y(—l)) = (1a2)
A tangente é vertical quando fl—f =0e % # 0. Temos

dz

— =0&2t=0t=0
dt

Logo, o ponto de C' onde a tangente é vertical é (x(0),y(0)) = (0,0).

Para determinar a concavidade, calculamos a segunda derivada:

ey @ () _4Ge-1) _30+d @0 s+

da? ez 2t 2t 4t 4t3




2
Como t2 + 1 > 0 para todo t, o sinal de j—mg é 0 mesmo que o sinal de 3.
Z% >0« 4t3 > 0 & t > 0 (concava para cima).

dy 0 443 A .
S <04 4t° &t <0 (concava para baixo).

d) Esbogo da curva:

Areas

A area sob uma curva parametrizada C' dada por z = f(t), y = g(t), « <t < 3,
com y > 0, é calculada por:

A= /abydx - /j o) ()t

(Onde a = f(a) e b = f(B). A ordem dos limites de integragdo pode precisar
de ajuste dependendo da orientagdo da curva.)

Exemplo: Encontre a area sob um arco da cicloide de raio r, dada por:
x=r(0—send), y=r(l--cosh), 0<6<27

Note que %% = r(1 —cos6) e 0 < 6 < 2.



Entao a area é:

A

2m 2m
/ r(1 —cosf) -r(1 —cosd)dd = T2/ (1 —cos6)?do
0 0
2 2m 1
:7“2/ (1—2c059+00526‘)d9:r2/ |:1—2COSH+2(1+COS29) do
0 0

/3 1
:7“2/ (—2cos€+cos26‘)d9
0 2 2

3 1 2m 3
2|26 —2senf + = sen 20 =r2(Z.27) = 3mr?
2 1 . 2

Comprimento de Arco

Teorema: Se uma curva C é descrita pelas equagoes paramétricas x = f(t),y =
g(t), a <t < B, onde [’ e ¢’ sdo continuas em [« 8] e C & percorrida exatamente
uma vez quando t varia de « até (3, entdo o comprimento de C' é:

A A
Y
L = — | + (=] dt
L) (@)
Exemplo: Calcule o comprimento da circunferéncia de raio 1.
Ja vimos que a circunferéncia unitaria pode ser parametrizada por:

r =cost, y=sent, 0<t<2m,

e que, com essa parametrizacao, ela é percorrida exatamente uma vez.
Note que

dx 't e dy .
— = —sen — = cost.
dt dt

Logo, o comprimento é dado por:

27 27 2w
L= V(= sent)2 4 (cost)2dt = vsen?t + cos? tdt = / 1dt = 2«
0

0 0

Observagao: Se usassemos a parametrizacao x = sen 2t,y = cos 2t, teriamos
que restringir t a 0 < t < 7 para obter o comprimento de uma volta. Caso
contrario, com 0 < ¢ < 2w, a curva seria percorrida duas vezes, resultando no
dobro do comprimento.

3. Coordenadas Polares

Escolhemos um ponto no plano chamado polo (ou origem), representado por O.
Em seguida, desenhamos uma semirreta comegando em O, chamada eixo polar.
Esse eixo é geralmente desenhado horizontalmente para a direita e corresponde
ao eixo x positivo nas coordenadas cartesianas.



Se P for qualquer outro ponto do plano, seja r a distancia de O até P e seja
6 o angulo (em radianos) entre o eixo polar e o segmento OP. Assim, o ponto
P & representado pelo par ordenado (r,0), e r, 0 sdo chamados de coordenadas
polares de P.

Convengoes:

e Um angulo é positivo se for medido no sentido anti-horario a partir do
eixo polar e negativo se for medido no sentido horéario.

e Se P = O, entao r = 0, e (0,0) representa o polo para qualquer valor de

6.

e Os pontos (—r,8) e (r,0) estdo na mesma reta passando por O e & mesma
distancia |r| de O, mas em lados opostos. Observe que (—r, §) representa
o mesmo ponto que (r, 60 + ).

Exemplo: Marque os pontos cujas coordenadas polares sao dadas:
(a) (1,3F) (b) (2,37) (c) ( ) (d) (=3,2F)

Observacgao: No sistema de coordenadas polares, cada ponto tem infinitas
representacoes. Por exemplo, (1, 57/4) pode ser representado por (1, —37/4) ou
(=1,7/4).

A relagdo entre as coordenadas polares e cartesianas de um ponto P pode
ser vista na figura a seguir.



Se P tem coordenadas cartesianas (z,y) e coordenadas polares (r, §), entdo,
a partir do triangulo retangulo, temos:

T
cos =— e sent9:g
r r

e também
r=rcosf e y=rsenf

Essas equacgOes nos permitem encontrar as coordenadas cartesianas quando
as polares sao conhecidas. Para encontrarmos r e 6§ quando x e y sao conhecidos,
usamos:

7'2=:]j2+y2 e tg0=g
T

Exemplos:

1) Converta o ponto (2,7/3) de coordenadas polares para cartesianas.

Como r =2 e ¢ = 7, temos:

s 1
—rcosf=2-cos— =2 ~=1
T = 1 COS cos 5
3
Z/=Tsen9=2-seng=2~§=\/§

Logo, as coordenadas cartesianas sio (1,/3).

2) Represente o ponto com coordenadas cartesianas (1,—1) em termos de
coordenadas polares.




Se escolhermos r > 0, entao:

r=Vat 4yt = V12 (-1)2=V2

y -1
tgf===—=-1
& z 1
Como o ponto (1, —1) esta no 4° quadrante, podemos escolher # = —% ou

_r
6=Tr.

Entdo, uma resposta possivel é (v/2,—7), e outra & (v/2, IF).

Atencao: Embora tg(37/4) = —1, o angulo 6§ = 37 /4 estda no 2° qua-
drante e, portanto, ndo serve para representar (1,—1) com r > 0. Sendo
assim, saber o quadrante do ponto é fundamental!

Curvas Polares

O grafico de uma equagao polar r = f(f), ou mais genericamente F(r,6) =
0, consiste em todos os pontos P que tém pelo menos uma representagao polar
(r,0) cujas coordenadas satisfazem a equagao.

Exemplos:

1) Esboce as curvas polares de equagoes:
a)r=2
b) 6 =7/6

Solugao de (a): A equagao descreve os pontos (r,6) com r = 2. Como
r representa a distancia do ponto & origem, a curva r = 2 é o circulo de
centro O e raio 2.

Em geral, a equacdo r = a representa um circulo com centro O e raio |a|.

Solugao de (b): A equagio descreve os pontos (r,6) com § = & rad.

O conjunto de todos esses pontos é uma reta que passa pela origem O e
forma um angulo de § radianos com o eixo polar.

10



2) Considere a curva com equagao polar r = 2 cos 6.
a) Encontre a equagao cartesiana para essa curva.
b) Esboce a curva.

Solugao de (a): Sabemos que x = rcosf, entao cos = . Substituindo
na equagao polar:

2

r=2cosf — r:2-§ — r“ =2

2 = 22 + 92, temos:

Como r
P4y =20 = 22 —22+4y* =0
Completando o quadrado para a variavel x:
(2 =20 +1)+9°=1 = (z—-1)2+¢>=1
que é a equagdo do circulo com centro em (1,0) e raio 1.

Solugao de (b): Esbogo do circulo.
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