Funcoes de Varias Variaveis Reais a Valores Reais

1. Funcgoes de varias variaveis

Funcgoes de duas variaveis

Definigao: Uma fungao f de duas variaveis é uma regra que associa a cada
par ordenado de nimeros reais (z,y) de um conjunto D C R? um tnico valor
real, denotado por f(z,y).

O conjunto D é o dominio de f e sua imagem é o conjunto de valores
possiveis de f, ou seja,

Imf = {f(z,y) | (z,y) € D},
Notagao:
f:D—R
(z,y) — f(z,y)

Frequentemente escrevemos z = f(z,y). As varidveis z e y sdo variaveis
independentes e z é a variavel dependente.

Exemplos:
1) Para cada uma das funcgoes a seguir, calcule f(3,2), encontre o dominio
e o represente graficamente.

vr+y+1

2) flzy) = YL
b) f(z,y) =zln (y2 — x)
Solugao:

a) e fa,2) = VEE2IT_ V0

3—-1 2
e A expressao para f estd bem definida se

r4+y+1>20 e z—1#0
yz—x—1 e z#1

Logo, o dominio de f é
D={(z,y) eR*| z+y+1>0 e z#1}

Geometricamente:



b) e f(3,2)=3-In(22-3)=3-In1=0
e In (y*> — z) ¢é definido somente quando

V-r>0 o z<y?

Logo, o dominio de f é
D={(x,y) e R* |z <y*}

Geometricamente:

2) Determine o dominio e a imagem de g(z,y) = /9 — 22 — y2.
Solugao:
O dominio de g é

D={(z,y) eR?|9—2®—y> >0} = {(2,y) € R* | 2* +y* < 9}

que é o disco de centro (0,0) e raio 3.

A imagem de g é
{z|z=\/9—x2—y2,(x,y) GD}



Note que z > 0 e, como 9 — 22 — y? < 9, temos /9 — 22 — y2 < 3. Logo, a
imagem ¢é {z | 0 < z < 3} =0, 3].

Grafico e Curvas de Nivel

Definigao: Se f é uma funcao de duas varidveis com dominio D, entao o
grafico de f é o conjunto de todos os pontos (z,y,2) em R® tal que z = f(x,y)
e (z,y) € D, isto &,

Gr={(z,y,2) eR* | 2= f(x,y), (x,y) €D}

Representar geometricamente o grafico nem sempre é uma tarefa facil. Dai
surgiu a necessidade de estudar as curvas de nivel da funcao, que sao mais faceis
de representar.

Definicao: As curvas de nivel de uma funcdo f de duas varidveis sao
aquelas com equagdo f(z,y) = k, onde k é uma constante (na imagem de f).

Exemplos:

1) a) Esboce o grafico da funcdo f(z,y) =6 — 3z — 2y.
b) Esboce as curvas de nivel da func¢do f(z,y) = 6 — 3z — 2y para os
valores k = —6,0,6,12.

Solugao:
a) O grafico de f tem equagao

z2=6—-3xr—-2y & 3xr+2y+z2=6

que representa um plano.
Para desenhar o plano, primeiro achamos as interse¢oes com os eixos:

e Eixox (y =0,z =0): 3z =6 = 2 = 2. Ponto: (2,0,0).
e Eixoy (x =0,2=0): 2y =6 = y = 3. Ponto: (0, 3,0).
e Eixo z (z =0,y = 0): z = 6. Ponto: (0,0,6).



b) As curvas de nivel sido

6—-3z—2y=k <& 3z+2y+(k—-6)=0
que é uma familia de retas paralelas.

k=-6: 3r+2y—12=0
k=0: 3r4+2y—6=0
k=6: 3z4+2y=0

k=12: 3z+2y+6=0



A funcao do exemplo anterior € um caso especial da funcao

flz,y) =ax+by+c
e é chamada fungao linear. O gréafico de uma dessas funcgoes tem a equacao
z=ar+by+c ou ar+by—z+c=0
e, portanto, ¢ um plano.

2) a) Desenhe as curvas de nivel de f(x,y) = 22 + y>.
b) Esboce o gréfico de f(z,y) = 22 + 2.

Solugao:
a) Note que f(z,y) = 22 +y?> > 0. Seja, entdo, k > 0. A curva de nivel

correspondente a z = k é
.'172 + y2 =k

ou seja, sdo circunferéncias concéntricas de centro na origem e raio VE.



z=0
z = 9?
localizada no plano yz. Por outro lado, a intersecao do grafico de f com o plano
z=k
22+’ =k
no plano z = k. Assim, o grafico de f é obtido girando, em torno do eixo z, a
=0

z=1y?

O grafico de f é um paraboloide de rotagao.

Observe que a curva de nivel f(z,y) = k nada mais é do que a projegdo no
plano zy da intersecao do gréafico de f com o plano z = k.

b) A intersecdo do grafico de f com o plano x = 0 é a pardbola
de centro no eixo z e localizada

z =k (k > 0) é a circunferéncia {

parabola



Funcoes de trés ou mais variaveis

Uma fungao f de trés variaveis é uma regra que associa a cada tripla orde-
nada (z,y, z) em um dominio D C R um tnico nimero real w = f(x,y, 2).
O grafico de tal funcao é o conjunto

Gy ={(z,y,2z,w) ER* |w = f(x,y,2), (v,y,2) €D}

Note: estd em R*, logo, ndo é possivel representar geometricamente.

Para se ter uma visdo geométrica de tal funcido, podemos utilizar as suas
superficies de nivel: seja k € Imf, o conjunto de todos os pontos (z,y,z) € D
tais que f(x,y,z) = k denomina-se superficie de nivel correspondente ao nivel
w = k.

Exemplo: Encontre as superficies de nivel da funcao

flz,y,z) =2 +y° + 2~

Solugao:
As superficies de nivel sao

2?24+ 9% + 22 =k, onde k > 0.

Elas formam uma familia de esferas concéntricas com raio vk.
Uma fung¢ao com n variaveis é uma regra que associa um nimero z =
f(z1,22,...,2,) a uma n-upla (z1,2s,...,z,) de nimeros reais em um con-

junto D C R™.



2. Limites e Continuidade

Limites

Vamos comparar o comportamento das funcoes

sen (22 + y?) x? — 92
22 + 32 22 + 32

quando x e y se aproximam de 0 (e, portanto, o ponto (x,y) se aproxima da
origem).

fx,y) = e g(r,y)=

TABELA 1 Valores de f (x, y) TABELA 2 Valores de g(x, y)
= J|—-10|—-05| -02 0 02 05 1,0 5 Yl =10 | =05 | =02 0 02 05 1,0
—1,0 [ 0,455 [ 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 —-1,0 0,000 0600 0923] 1,000 0923 0600 0,000
=05 [ 0,759 | 0,959 | 0986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0759 =0,5 |—0,600 | 0,000 0,724 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
—0,2 | 0829 | 0,986 | 0999 | 1,000 | 0999 | 0986 | 0,829 —0,2 | —0,923 | —0,724 | 0,000 1,000 | 0000|—0,724|—0923
0 | 0841 | 0,990 | 1,000 1000 | 0,990 | 0,841 0 |—1,000 | —1,000 | —1,000 —1,000 | —1,000 | —1,000
0.2 | 0.829 | 0986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 02 |—0,923 | —0,724| 0,000| 1,000 0,000 | —0,724 | —0,923
0,5 | 0,759 | 0,959 | 098 | 0,990 | 0,98 | 0,959 | 0,759 0,5 |—0,600| 0000 0,724 1,000 0,724 0,000 | —0,600
1.0 | 0455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 1,0 0,000 0,600 0,923 1,000 0,923 0,600 0,000

Parece que, quando (z,y) se aproxima de (0,0), os valores de f(z,y) se
aproximam de 1, ao passo que os valores de g(z,y) ndo se aproximam de valor
algum. Podemos escrever:

sen (z2 + y?) ) 22 — o2

im ———=1 e lim ———— nao existe
(zy)—=(0,0) T+ Yy (z,y)—=(0,0) 2 + ¥
Vejamos a definicao mais precisa:

Definigao: Seja f : D C R?> — R uma fungdo cujo dominio D contém
pontos arbitrariamente proximos de (a,b). Dizemos que o limite de f(z,y)
quando (z,y) tende a (a,b) é L e escrevemos

Ve > 0,30 > 0 tal que, para todo (x,y) € D,
m feg) =L o 0< @)~ (@b)] <5 = [F(e.y) - Ll <<

(z:y)—(a,b) ~

0<+/(z—a)?2+(y—b)2<s




Note:
— Para as fungoes de uma unica variavel, quando fazemos x — a, s6 existem
duas diregoes possiveis de aproximagao: a direita e & esquerda. Ja para as fun-
¢oes de duas variaveis essa situacdo nao é tao simples, porque existem infinitos
caminhos para (z,y) se aproximar de (a, b).

— A definigdo de limite refere-se somente a distancia entre (z,y) e (a,b) e
nao a diregao de abordagem. Logo, se o limite existe, f(z,y) deve se aproximar

do mesmo valor L, independente do modo como (x,y) se aproxima de (a,b).

Teorema: Se f(x,y) — Ly quando (x,y) — (a,b) ao longo do caminho C
e f(xz,y) = Lo quando (z,y) — (a,b) ao longo do caminho Cs, com Lj # Lo,

entdo lim, ) (a,p) f(2,y) ndo existe.
Exemplos:

1)

2)

Se f(x,y) = k é uma fun¢do constante, entdo,

lim  k=k, V(zo,y0) € R

(z,y)—(z0,Y0)

De fato, note que |f(z,y) — k| = |k — k| = 0; assim, dado € > 0 e tomando-

se um ¢ > 0 qualquer,

0 <|[(z,y) = (zo, )| <6 = 0=|f(z,y) — k] <e.

logo,
L AT AL L AL
Se f(x,y) = z, entdo
lim f(z,y) = lim =z, V(z0,90)€ R

(@) (zowo) " (@,y)—(z0,90)

De fato, note que, para todo (z,y) € R?,

[z — 20l < /(2 — 20)* + (v~ 90)* = .9) ~ (20, 0)] .
Entao, dado ¢ > 0, tome § = € e teremos
0 < |[(z,y) — (zo,y0)| <d=e = |z —xo| <e=|f(x,y) —x0| <&
Logo,

lim T = xg.
(z,y)—=(20,¥0)



22 — 12

lim ——
(2,9)—(0,0) 2 + y?
_ 22 — o2
Seja f(z,y) = 2442
para (z,y) proximo de (0,0).

3) Mostre que nao existe.

. Vejamos como se comportam os valores de f(z,y)

e Sobre o eixo z: temos y = 0 e f(z,0) = 2—2 = 1, para = # 0. Logo,
f(z,y) = 1 quando (z,y) — (0,0) ao longo do eixo x.

.2

e Sobre o eixo y: temos x =0 e f(0,y) = J= = —1,paray # 0. Logo,
f(z,y) = —1 quando (z,y) — (0,0) ao longo do eixo y.

Como f tem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes, o
limite nao existe.

4) Se f(z,y) =

T
——>— serd que li existe?
x2 4 y?’ d (z,y)lin(o’o)f(x’y) *

e Sey =0, entdo f(z,0) = % = 0. Logo, f(z,y) — 0 quando (z,y) —
(0,0) ao longo do eixo z.

e Sex =0, entao f(0,y) = ;)—2 = 0. Logo, f(z,y) — 0 quando (z,y) —

(0,0) ao longo do eixo y.

Apesar de termos encontrado valores idénticos ao longo dos eixos, nao
podemos afirmar que o limite existe e seja 0.

Considere outra reta passando pela origem: y = z, por exemplo. Temos
f(z,2) = Z*— =1, Va #0. Logo, f(z,y) = 3 quando (z,y) — (0,0)

2222 2
ao longo de y = .

Como 0 # %, podemos afirmar que  lim  f(z,y) ndo existe.
(,y)—(0,0)
Observagao: A curva considerada ndo necessariamente precisa ser uma
reta! Por isso, garantir a existéncia do limite nem sempre ¢é facil.
Propriedades:

1. Se lim flzyy) =1Ly e lim g(xz,y) = Lo, entdo
(z,y)—(w0,y0) (z,y)—=(z0,90)

(a) lim  [f(z,y) + g(x,y)] = L1 + Lo.
(@)= (z0,y0)

(b) lim k- f(x,y) = k- Ly, onde k é uma constante.
(@,9)—(z0,%0)

(c) lim  [f(z,y) - g(x,y)] = Ly - La.

(z,y) = (0,y0)

~

. (z,y) L
d lim = —, desde que L 0.
@ g(z,y) ~ Lo que Lz #

10



2. (Teorema da Conservacao do Sinal) Se lim flz,y)=L,L >
(z,9)=(w0,y0)

0, entdo existird § > 0 tal que, para todo (z,y) € Dy,

0 <|(z,y) = (zo,90)l| <0 = flz,y) >0
(Analogo para L <0 e f(z,y) < 0)

3. (Teorema do Confronto) Se f(z,y) < g(z,y) < h(z,y) para 0 <
(2, y) = (zo,y0)|| <7 ese

lim f(z,y)=L= lim h(z,y)

(z,y)—(z0,Y0) (z,y)—(z0,y0)

entao

lim x,y) =1L
(way)ﬁ(ﬂfmyo)g( y)

4.8 lim  f(z,y)=0eselg(z,y)| < M para 0 < [[(z,y)— (z0, yo) | <
(@,y)—(w0,0)
r,onde r > 0 e M > 0 sao reais fixos, entdo

lim  f(z,y) - g(z,y) =0

(z,y)—(z0,Y0)

5. lim flz,y) =0« lim |f(z,y)| = 0.
(z,y)—=(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

6. lim flz,y)=L & lim [f(z,y) — L] =0.
(@,y)—(z0,y0) (@,9)—(w0,y0)

7. lim z,y)=L< lim xo+ h,yo + k) = L.
ooy T 1Y) 0.0y T (F0 oo +F)

Exemplo:

3

5) Calcule, caso exista, lim ———.
(z,y)—(0,0) = + Y
Solugao: Note que

{ES 172

2y 2

< 1 para todo (x,y) # (0,0). Assim, pela

2
. _ x
e limg )0 = 0e |25z

propriedade 4,
3 2
lim T lim €T - (m) =0
(2,9)—=(0,0) 22 + 4% (2,5)—(0,0) x? + y?
Continuidade

Definigao: Seja f uma fungdo de duas variaveis e (zo,yo) € Dy. Definimos:

f é continua em (zg,yo) < lim f(z,y) = f(zo,y0) -
(z,y)—(z0,y0)

11



Diremos, simplesmente, que f é continua se for continua em todos os pontos de
seu dominio.
Usando as propriedades de limites, podemos ver que soma, diferenca, pro-
duto e quociente de func¢oes continuas sdo continuas em seus dominios.
Exemplos:

1) A funcdo constante f(z,y) = k é continua.
Pois lim  f(z,y) =k = f(20,5), V(zo,0)€R?

z,y)—(x0,y0)
2) A funcdo f(z,y) = x é continua.

Pois lim f(@,y) =20 = f (v0,90), ¥ (z0,v0) € R
(z,y)—(z0,y0)

3) Todos os polindomios de duas variaveis (soma de termos da forma cx™y",
c constante e m,n € N) sao fungdes continuas em R?. Da mesma forma,
qualquer fungao racional (razao de polindmios) é continua em seu dominio.

4) Calcule lim 223 — 239y% + 3z + 2y).
) (z,9)—(1,2) ( Y Y y)

A funcdo f(x,y) = 22y® —23y? + 32+ 2y é um polinémio, logo, é continua.

Temos entao

lim  (2%y® — 2%y® + 3z + 2y) = 17.2°~1°.2°4 31422 = 8—4+3+4 = 11
(z,y)—(1,2)

5) Seja

z,y) = % , se (z,y) # (0,0)
f( 7y) { 0’+ “w (x’y):(ovo)

Temos que f ndo é continua em (0,0), pois lim  f(x,y) ndo existe
(,y)—(0,0)
(Exemplo 3 da secdo anterior). Porém, f é continua em todos os pontos

(z,y) # (0,0), pois ¢ uma funcio racional com dominio D = {(z,y) € R? | (z,y) # (0,0)}.
6) Seja

_ ) e se (@) £ (0,0)
g(””’y)_{o,+ se (z,7) = (0,0)

Temos que g é continua para (z,y) # (0,0), uma vez que ela é uma fungio

racional definida nessa regido. Além disso,

lim z,y) =0=g(0,0).
(x,y)ﬁ(oyo)g( Y) 9(0,0)

(A primeira igualdade segue do Exemplo 5 da se¢ao anterior).

Portanto, g é continua em (0, 0) e, consequentemente, em R2.

12



Teorema: Sejam f: ACR?> - Reg: B CR — R duas funcgoes tais que
Imf C D,. Se f for continua em (zo,yo) e g for continua em f (zo,%o), entdo a
composta h(z,y) = g(f(z,y)) sera continua em (xg,yo)-

Exemplo:

7) Sendo f(z,y) continua, as compostas sen(f(z,y)), cos(f(z,y)), e/ =),
etc... também serao.

Observagao: Tudo o que foi feito vale para 3 ou mais varidveis também!

3. Derivadas Parciais

Seja z = f(x,y) uma funcdo real de duas variaveis reais e seja (zo,yo) € Dy.
Fixado yo, podemos considerar a fungao g de uma variavel dada por g(z) =
f (z,y0). Se g tem derivada em ¢, nés a chamaremos de derivada parcial de

f em relacao a x em (z9,yo) e a denotaremos por (z0,¥y0). Assim

dx

O (0,0) = o' (x0) onde g(a) = f (2,0).

Da definicao de derivada,

O (4o yo) = tim L(Z90) =S (0uv0) _yp f (o + Buyo) = f (20, 0)

ox z—z0 T — X h—0 h

Da mesma forma, a derivada parcial de f em relacao a y em (zg,yo),
0
denotada por a—f (z0,0), € obtida mantendo-se x fixo (x = z) e determinando-

se a derivada em yo da fun¢do G(y) = f (zo,y):

_ By
g (x07y0) — lim f(l’(),y) f(x07y0) — lim f(xo,yo + ) f(IanO)
0y y—vo Y — Yo h—0 h
i ; ~ . aof of
Se deixarmos o ponto (xg,yo) variar nas equacOes anteriores, 9z e 37y se

tornam funcoes de duas variaveis, chamadas derivadas parciais, definidas por

%(%y):h%ﬂﬂh,yz—f@,y)
Zg(‘f’y):};oﬂ ’y+h}z—f(af,y)
Notagdes:
. %(‘r»y):fm(xay):fx:%:%:‘ﬁ:le:Dmf
. %(x’y):fy(may):fy:%:%;:f2=D2f=Dyf

13



Exemplos:
1) Seja f(z,y) = 2° + 2%y> — 2y2. Calcule:

of of of
— b) — —(2,1 —(2,1
) G v e ofen ofen
Solugao:
a) Mantendo y constante e derivando em relagdo a x, obtemos
0
3;2 (z,y) = 322 + 2z°.
b) Mantendo z constante e derivando em relagdo a y, obtemos
0
aijc(x, y) = 3z%y* — dy.

¢) Do item (a),

of 2 3 _
Fo(21)=3-2+2.2.1°=16.
d) Do item (b),
of 2 42
—3.92.12_4.1=238.
g, =32 4.1=8
_ z af of
2) Se f(z,y) =sen <1> calcule—ea—y

Solugao:
Usando a Regra da Cadeia para fun¢oes de uma variavel, temos

L2 A (G W S R G DU T
or 1+y/) oz \14+y) 1+y/) 1+y
e 535) o e5) == )
oy 1+y) oy\l+y/) 1+y) (1+y)?

0z 0z
3) Determine 9z e — se z é definido implicitamente como uma funcao de
€T Y

x e y pela equacao
24P+ 22 bayz =1
Solugao:
Derivando ambos os lados em relacao a x, tomando o cuidado de tratar y
como constante, temos:

0
2 (2 +y® + 2° + 6ayz) = %U)

0 9]
= 3x2+322-—z+ 6yz+6xy—z =0
ox oz
~—_————

Regra do Produto

0z
et = —3z2% — 6yz
0z 3(x?% + 2y2) _x +2yz

or  3(22+2wy) 22+ 2y

= (3z —|—6xy)
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De modo analogo, derivando ambos os lados em relacao a y:

0z 0z 0z 3(y? + 2x2) v+ 222
3P +32° = +6rz4bay— =0 = — =— =—
Yooz Oy vz m’ay Ay 3(22 + 2zy) 22 4+ 2xy
z3»7?!2
4) Seja f(z,y) = ¢ =" se (#,y) # (0’0). Determine of e a—f
0, se (z,y) = (0,0) Ox — dy
Solugao:
s

z
Nos pontos (z,y) # (0,0) podemos aplicar a regra do quociente:

of 32%(2? + y?) — (23 — y?)(27) B 3zt + 32%y? — 22 + 2xy? B x* + 32%y? + 2xy?

oz (2 + ) (a2 +92)° @)
Em (0,0):
z3 _
g(0,0) ¢ a derivada, em = = 0, de g(z) = f(z,0) =4 @ sex # 0
ox 0, sex =0
Assim, g(z) = f(z,0) =z, V& €R;segue que
of /
_— = = 1
55 (0,0 =g'(0)
) of .
Poderiamos ter calculado %(0, 0) por limite:
Of 0y — piy FO+70) = f(0,0) .. f(h,0) . B/K* . h
o: "0 =%, h TR T TR e !
Logo,
214322 y% 2292
ﬁ(x,y) — (:1:2+y2)2 , Se (ZL',y) 7é (an)
Ox 1, se (z,y) = (0,
of
o — !

dy
Para (z,y) # (0,0), temos

of _ —2y(a®+y?) — (=° —y*)(2y)

—2yx? — 2y° — 2yx® + 2y 2yx?(1+x)

oy @+ P @+ PP @+ 2P
Em (0,0):
2
v _q
g((), 0) é (caso exista) a derivada, em y = 0, de h(y) = f(0,y) = { ¥ ; sey 7 O.
dy 0, sey =0

Note que h(y) nao é continua em y = 0, logo h’(0) ndo existe. Ou seja, g—f((), 0)
Y
nao existe.
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Logo,

af

B _2ygc2(1 + )

(@2 +y2)° para  (z,y) # (0,0).

Observagao: As derivadas parciais também podem ser definidas de forma
andaloga para funcoes de trés ou mais variaveis.

Derivadas de ordem superior

Se f é uma funcao de duas varidveis, suas derivadas parciais % e %ch sao funcgoes
de duas variaveis, de modo que podemos considerar novamente suas derivadas
parciais, chamadas derivadas parciais de segunda ordem de f. Se z =
f(z,y), usamos as seguintes notagoes:

o (Of\ O*f 0%z

o0 \oo) T a2 ~ 2~ U= =0

9 (OfY _ D*f . 0%z B B B
* Oy \ Oz B 5'y25'z o ayzax o (f””)y = fay = f12
9 (of\_ o°f 9z _ B B
*ox <8y> -~ O0zdy  Oxdy (fy)y = fya = I
o (0f\ O*f 0%z
’ 3y<6y> :@:@:(fy)y:fyy:fzz
Exemplo: Determine as derivadas parciais de segunda ordem de

flzy) =2 + 2%y — 2°

Solugao:
J& vimos (no Exemplo 1 anterior) que
0 0
—f =322+ 2zy® e —f =32%y% — 4y
ox Jy
Portanto,
o f 0
Pf 9 . 3 2
—=—(3 2 =6
oydx Oy ( v+ Lry ) vy
Pf 9 4 2
=—(3 —4y) =6
oxdy  Ox ( vy y) vy
Pf 0 12 2
an - a7J(3ac Y —4y) =6z°y—4
2 2
Note: nesse exemplo, % = % Mas sera que isso vale sempre?
yor oy

Teorema de Clairaut: Suponha que f seja definida em uma bola aberta D

que contenha o ponto (a,b). Se as fungoes 80;578]; e 3‘126]; forem ambas continuas
em D, entdo %(a, b) = azzafz (a,b).

Observagao: Derivadas parciais de ordem 3 ou maior também podem ser
definidas.
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4. Planos tangentes, Aproximacgoes Lineares e Diferenciais

Planos tangentes

Suponha que uma superficie S tenha equacdo z = f(z,y), onde f tenha deriva-
das parciais continuas de primeira ordem, e seja P(zo, Yo, 20) um ponto em S.
Sejam C7 e Cs duas curvas e, S passando por P, e T7 e Ty as retas tangentes
as curvas Cy e Cs, respectivamente, no ponto P. Entao, o plano tangente &
superficie S no ponto P é definido como o plano que contém as retas 17 e 1.

Se C é uma outra curva qualquer que esteja contida na superficie S e que
passe pelo ponto P, entao sua reta tangente no ponto P também pertence ao
plano tangente. Portanto, podemos pensar no plano tangente a .S em P como o
plano que contém todas as retas tangentes a curvas contidas em S que passam
pelo ponto P. O plano tangente em P é o plano que melhor aproxima a superficie
S perto do ponto P.

Uma equagao do plano tangente a superficie z = f(x, y) no ponto P(zo, yo, 20)
é dada por:

z— 2z = %(xo,yo)(x — ) + %@J;(xoayo)(y — %)

Exemplo: Determine o plano tangente ao parabolédide eliptico z = 222 + 2
no ponto (1,1, 3).

Solugao:
Seja f(x,y) = 222 + 3. Entao,
af B af B
© of of
%(1,1):4, @(171):2

Logo, a equagdo do plano tangente em (1,1, 3) é:
z—3=4(z—1)+2(y—1)
=>z2—-3=4r—4+4+2y—2
=z=4x+2y—3

Aproximacgoes lineares

A equacgdo do plano tangente ao grafico de uma funcéo f de duas variaveis que
tem derivadas parciais continuas em um ponto (a,b, f(a,b)) é

z = f(a,b) + %(a,b)(az —a)+ %(a,b)(y —b).

A funcdo linear cujo grafico é esse plano tangente, a saber,

Lie.y) = flast) + 5L @ b)e )+ 5 (@) -1
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é denominada linearizagao de f em (a,b), e a aproximagao

f(z,y) = L(z,y)

é chamada de aproximacao linear ou aproximacgao pelo plano tangente
de f em (a,b).
Exemplo: No exemplo anterior,

L(z,y) =4z + 2y — 3

é uma boa aproximacdo para f(z,y) quando (z,y) esta proximo de (1,1). Por
exemplo, no ponto (1,1;0,95), temos:

L(1,1;0,95) =4-(1,1) +2-(0,95) —3=4,44+1,9—-3=3,3
enquanto o valor real é:
f(1,1;0,95) = 2-(1,1)2 +(0,95)% = 2-1,21 +0,9025 = 2,42 +0, 9025 = 3,3225

Se, entretanto, tomarmos um ponto longe de (1, 1), a aproximagdo ndo sera
boa. Por exemplo, L(2,3) = 4(2) + 2(3) — 3 = 11, ao passo que f(2,3) =
2(22) +32=8+9=17.

Pergunta: e se % e % nao sao continuas?

Nesse caso, a aproximagao linear nao funciona (o plano tangente nao existe),
mesmo que as derivadas parciais existam.

Exemplo: Considere a fungao

xy
f(w,y)z{ 21y (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0)

E possivel verificar que %(0, 0)=0e 2—5(0, 0) = 0 (exercicio), mas as derivadas
parciais ndo sao continuas em (0,0). A aproximacao linear seria L(z,y) = 0,
mas f(z,y) = 3 em todos os pontos da reta y = z (com z # 0), 0 que mostra
que a aproximagao nao é boa.

Para evitar esse comportamento, introduziremos a ideia de fungao diferen-
ciavel de duas variaveis.

Lembre-se: do Célculo 1,

f é diferenciavel em zy < existe a € R, a = f'(xg), tal que

o fot b~ f) L foth) ~ fzo) —ah
h—0 h h—0 |h|

Buscando generalizar isso, temos a seguinte definicao:
Definigao: Sejam f: A C R? — R, A aberto, e (79, 10) € A. Dizemos que
f é diferenciavel em (zg,yo) se, e somente se, existirem a,b € R tais que

| f(xo + h,yo + k) — f(xo,y0) — ah — bk
i =0
(h,k)—(0,0) [| (R, )l
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Mais ainda, é possivel provar que, a = %(zo, Yyo)eb= g(xo, yo). Ou seja,
a diferenciabilidade em um ponto implica a existéncia das ?{ierivadas parciais
nesse ponto.

— Essa definicdo nos diz que uma funcao diferenciavel é aquela para a qual a
aproximagao linear L(z,y) é uma boa aproximacdo quando (z,y) esta proximo
de (a,b). Em outras palavras, o plano tangente aproxima bem o grafico de f
perto do ponto de tangéncia.

Usar essa definicao para verificar a diferenciabilidade de uma funcao pode
ser dificil, mas o proximo teorema fornece uma condicao suficiente para isso:

Teorema: Se as derivadas parciais g—i e % existem perto do ponto (xg, yo)
e sdo continuas em (xg,yo), entdo f é diferenciavel em (xq,yo)-

Além disso, temos o seguinte:

Teorema: Se f for diferenciavel em (xg,yp), entdo f serd continua em
(0, Yo)-

Exemplos:

1) Seja f(z,y) = ze®™. Mostre que f é diferencidvel em (1,0) e encon-
tre sua linearizacao ali. Em seguida, use a linearizagao para aproximar

f(la 1; _07 1)
Solugao:
Temos: of 9
o — LTy Ty YJ _ 2 xy
g B Y) = e +aye™, 9y (z,y) =7
‘ of of
%(170) =1, 8—y(1,0) =1.

Como % e g—g sdo funcdes continuas em todo o R2, elas sdo continuas em
(1,0). Segue, pelo teorema, que f é diferenciavel em (1,0).

A linearizacao é dada por:

L) = F1,0) + G0 -0+ F 0w -0

=Lx,y)=1+1(z-1)+1y)=14+2x—-14+y=ax+y
Assim, a aproximagao ze*¥ =~ x +y perto de (1,0) é mais facil de calcular.

Para f(1,1;—0,1), temos a aproximacao:

£(1,1;-0,1) ~ L(1,1;—0,1) = 1,1 — 0,1 = 1.

(Valor real: f(1,1;—0,1) =1,1-e" % ~0,98542)

2) A funcao
2xy?
Fla,y) = m , se (z,y) # (0,0)

0, , se (z,y) = (0,0)
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é diferenciavel em (0,0)?
Solugao:
Note que f nao é continua em (0,0). Para verificar isso, testamos o limite

por diferentes caminhos:

e Considerando a reta z =t, y = t:

, . 2t(t?) ) 2t3 , 2t
A0 = e = M e ~ e
e Considerando a pardbola = = t2, y = t:
2(%)¢? o2t 2t )

oy (0 =i Gy ~ M ~ Mg

Como os limites sdo diferentes, o limite lim  f(z,y) ndo existe. Por-
(z,y)—(0,0)

tanto, f ndo é continua em (0, 0) e, consequentemente, nio é diferenciavel

em (0,0).

Observe que f admite derivadas parciais em (0, 0), mas ndo sao continuas.

O préximo exemplo mostra que a continuidade em um ponto nao implica a
diferenciabilidade nesse ponto.

3) Seja

3

flxy) = 2% +y*
0, se (z,y) = (0,0)
a) f é continua em (0,0)7
b) f é diferenciavel em (0,0)7?

Solugao:
a) Como 0 < 22 < 22 + y2, temos 0 < T < 1. Entéo:
x? + y?

2
< |z|

X
0< o -2
‘x 212

Pelo Teorema do Confronto, como lim(, (0,0 |2| = 0, temos que

lim z,y) =0= f(0,0
WP LA ) £(0,0)

Logo, f é continua em (0,0).

b) Verificaremos pela defini¢do. Primeiro, calculamos as derivadas parciais

em (0,0):
r00) = fim T = i T = i =
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dy T k=0 k k=0 k =0

Agora, analisamos o limite da definicdo de diferenciabilidade:

of of

h k) = h k) — _ZL N Tk

E(h,k) = f(0+h,0+ k) — £(0,0) ax(O,O) ay(0,0)
3 3_h(h?+ k2 —hk?

B(hk)= —" —1.h—0. k= MR

h2 + k2 h? + k2 h? + k?

Devemos calcular:
_ 2
- E(h,k) i hk (®)
(hk)=0.0) [(B, K)| — (hk)=(0.0) (h? + k2) /12 + k2

Testando o caminho h = k:
. —k - k? ~ lim k3 ~ lim —K3 —k
im
k=0 (k2 + k2)VEZ + k2 k=0 2k2\/2k2 k=0 2fk2|k| B 2v/2|k|
Este tltimo limite ndo existe (vale —1/(2v/2) se k > 0e 1/(2v/2) se k < 0).

Portanto, o limite em (®) nao existe, e f ndo é diferenciavel em (0, 0).

Diferenciais

Defini¢ao: Seja f uma funcdo de duas variaveis e z = f(z,y). Definimos a
diferencial dz, também chamada de diferencial total, como

As vezes, usamos df no lugar de dz.
Se tomarmos dr = Az =z — 29 e dy = Ay = y — yop, entdo a diferencial de

fem (z9,90) &

dz = %(fﬂoayo)(fﬂ —z0) + %(mo’y‘))(y ~ %0)-

A aproximacao linear pode ser escrita como:

f(xay) ~ L(’l,’,y) = f(‘TanO) +dz
Exemplos:
1) Seja z = f(z,y) = 2% + 32y — y*.

a) Determine a diferencial dz.

b) Se z varia de 2 para 2,05 e y varia de 3 para 2,96, compare os valores
de Az e dz.
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2)

Solugao:

a) Temos:
0z 0z
or r+3y e oy X Y
Assim,
dz = (2x + 3y)dz + (3z — 2y)dy
b) Tomando o ponto inicial (z,y) = (2,3), com as variagoes doz = Az =

) = (2,
2,06 —2=0,05e dy=Ay=2,96 — 3 = —0,04, obtemos:
dz=(2-2+3-3)-(0,05)+(3-2—2-3)-(—0,04)

dz=(4+9)-(0,05) + (6 — 6) - (—0,04) = 13- 0,05 = 0,65

Por outro lado, a variacao real Az é:

Az = f(2,05;2,96) — f(2,3)
= [(2,05)% + 3(2,05)(2,96) — (2,96)%] — [2* + 3(2)(3) — 37
= [4,2025 + 18,204 — 8,7616] — [4 4 18 — 9]
= 13,6449 — 13 = 0, 6449

Observe que Az = dz, mas dz é mais simples de calcular.

A diferenca dz — Az é chamada de erro da aproximacao.

Foram feitas as medidas do raio da base e da altura de um cone circular
reto e obtivemos 10 cm e 25 cm, respectivamente, com um possivel erro
nessas medidas de, no maximo, 0,1 cm para cada uma. Utilize a diferencial
para estimar o erro maximo propagado no calculo do volume do cone.

Solugao:

Vamos usar a diferencial para estimar o erro maximo cometido no célculo

do volume do cone.
2

O volume do cone com raio da base r e altura h é V =

. Logo, a
diferencial de V &

ov °)% 2nrh 2

Como o erro em cada medida é de, no maximo, 0,1, temos

|Ar| < 0,1 e JAR| <0,1.

Para estimar o maior erro no volume, tomamos dr = 0,1 e dh = 0,1, para
r =10 e h = 25. Logo,
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1
de@-O,l—&—g-O,l:mw

Portanto, o erro maximo cometido no calculo do volume é de cerca de

207 cm?.

Observagao: Aproximagoes lineares, diferenciabilidade e diferenciais po-
dem ser definidos de maneira analoga para fungoes de mais de duas varidveis.
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