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Integrais Triplas

Exercicio 1 Ordem 1: dz dy dx

1 2 g1
/ / / (2 —y®) dedyde = —8
-1J0 JO

112
/ / / (2 —y®) dydxdz = —8
0o J-1Jo
2 1 gl
/ / / (2 —y®) dedzdy = —8
o Jo J-1

O resultado € -8 para as trés ordens.
2 22 Yy—z 16
Exercicio 2 a) / / / (2z —y) dedydz = —
o Jo Jo 15
2 2z prlnzx 5
b) / / / rxe ¥ dydxdz = -
1 Jo Jo 3
w/2 ry px 1
c) / / / cos(z +y+ 2) dedrdy = —
o Jo Jo 3
2 pr/4-y? oy
Exercicio 3 a) /// 2¢ dV = / / / 2x dzdxdy = 4
E 0 Jo 0
1 1 Ty
b) /// L% :/ / / eV dzdady =
E 0 Jy JO
1 vz pltaty 65
c) /// 6y dV:/ / / 6xy dzdydr = —.
E o Jo Jo 28

2 pd—2x p4—2zx—y 16
Exercicio 4 V = / / / dzdydx = —
0 Jo 0 3

Exercicio 5 V = 167
Dica: use coordenadas polares no plano xz, onde x = rcosf,z = rsenf e os limites sdo 0 < r < 2
e0 <6 <2r.

Ordem 2: dy dx dz

Ordem 3: dx dz dy

7
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Exercicio 6 1. Ordem dz dx dy: A projecio no plano xy é¢0 <y <1,0 <z <92,

1 y2 1—y
/ / / f(z,y, z) dzdxdy
0 0 0

2. Ordem dy dz dx: A proje¢ao no plano xz €0 < x < 1,0 < z <1—+/x. Os limites para y sao
Vr<y<1l-—z.

1 pl—yz pl-z
L[ s dydeds
o Jo VT



3. Ordem dy dx dz: A projecdo no plano xz é 0 < 2 < 1,0 <z < (1 — 2)2. Os limites para y sdo
Ve<y<1l-—z.

1 p(1-2)2 pl—z
I f(@,y,2) dyduds
o Jo Nz

4. Ordem dr dz dy: A projecdo no plano yz é0 <y < 1,0 < z <1 —1y. Os limites para x $Go
0<az<y>

//1 y/ F(2,y,7) dudzdy

5. Ordem dr dy dz: A projecdo no plano yz ¢ 0 < z < 1,0 <y <1—z. Os limites para x sao
0<x< y .

1 1—z  py?
/ / / f(z,y, z) dedydz
0o Jo 0
Exercicio 7 Massa: M = /// x,y,2)dV = / / / 2%+ 92 + 2%)drdydz = d®.

Centro de Massa: O centro de massa é (Z,y,z). Devido a simetria da regiao e da fun¢do densidade,
rT=y=2=z.
1 7
i':M///:vp(x,y, a5/// z(z® 4y —i—z)dxdydz——a
Ta Ta Ta

L tro d —
0go, o centro de massa € 12°12° 12

Exercicio 8 O cubo € a regigo E = [0,L] x [0,L] x [0,L]. A densidade € p(x,y,z) = k.
Os momentos de inércia em relacdo aos eixos T,y,z SG0:

Ix—//fE(yz—i—zQ)de,I —///E(x2+22)kdv, IZ—///E(QUQHf)k:dV

2 2
Portanto, I, =1, =1, = gkL5 = §ML2’ jd que a massa total do cubo é M = k- (Volume) = kL?

Exercicio 9 Dica: As formulas de conversdo sdo x = rcosf,y = rsenfl, z = z.
(a) As coordenadas retangulares sio (2,2v/3, —2).
(b) As coordenadas retangulares sao (0,—2,1).

Exercicio 10 Dica: As formulas de conversao sdo r = \/m, tgld =y/x, 2z = 2.
(a) As coordenadas cilindricas sio (/2,37 /4,1).

(b) As coordenadas cilindricas sao (4,27/3,3).

Exercicio 11 O sdlido é a metade de um cilindro circular reto de raio 2 e altura 1, que se encontra
na regiao x > 0.

Exercicio 12 Posicionamos o sistema de coordenadas com o eixo z coincidindo com o eiro central
da casca cilindrica e a base da casca no plano xy (z = 0). Nesse sistema, a casca € descrita pelas
sequintes desigualdades em coordenadas cilindricas:

e Raio r: O raio varia entre o raio interno e o externo, entdo 6 <r < 7.
. fingulo 0: A casca é completa ao redor do eizo z, entao 0 < 6 < 2.
o Altura z: O comprimento da casca € 20 cm, entdo 0 < z < 20.

As desigualdades sao: 6 <r <7, 0<60<2m, 0<2z<20.



o 4 g4
Exercicio 13  a) /// Va2 +y? dV = / / / r-r dzdrdf = 384r.
E o Jo J-s

2 2 4 4
b)///de:/ //z-rdzdrszM.
E o Jo Ji2 3

2 1 p/A—72 An
c) V:/ / / r dzdrdd = —(8 — 3v/3).
o Jo J-viz 3

2m
Exercicio 14 / / / rz dzdxdy = / / / (rcos®)z-r dzdrdd =0
x2+y

Exercicio 15 Dica: As formulas de conversao sdo x = psengcosf,y = psengsend, z = p cos ¢.
(a) As coordenadas retangulares sio (3/2,3v/3/2,3/3).
(b) As coordenadas retangulares sao (0,3v/2/2, —3v/2/2).

Exercicio 16 Dica: As féormulas de conversao sao p = \/m tgh = y/x,cosp = z/p.
(a) As coordenadas esféricas sao (2,3m/2,7/2).

(b) As coordenadas esféricas sao (2,3n/4,31/4).

Exercicio 17 (a) Em coordenadas esféricas, temos duas equagoes: ¢ = w/4 e ¢ = 3mw/4, que
descrevem dois cones.

(b) p?(sen?¢pcos? § + cos® ¢) = 9.

Exercicio 18 a) Posicionamos a origem do sistema de coordenadas no centro da bola oca.

Em coordenadas esféricas, a bola oca € descrita por: 14,5 < p <15,0<60 <2m, 0<¢ <.

b) As desigualdades para uma das metades (o hemisfério superior) sao: 14,5 < p < 15,0 < 0 < 2,
0<¢<m/2

Exercicio 19 O solido € uma fatia de uma esfera de raio 3, contida no primeiro octante e dentro de
um cone de angulo /6.
A integral representa o volume desse sdlido:

7/6 /2 3
I
0 0 0 4

T pr2m 5 12
Exercicio 20 a) /// (2 +y* +2%)* dV :/ / / pt- p*seng dpdfdp = w
B o Jo Jo
2 2 g 2 3 2 2 2 16881
b) (x°+y*) dV = (p” sen®¢) - p”seng dpdfdp = )
E 0o Jo J2 15
w/3 2w 4
c) /// xyz dV = / / / (p? sen’¢ cos ¢ cos O senh) p? sengdpdfdeg = 0.
E 0 0o J2

2 /4l
Exercicio 21 V = / / / p? senpdpdpdd = g(? -V2)
o Jo 0

3



Exercicio 22

Vi-z? 2 :Jc2 /A /2 V2 43
/ / / ﬂfy dzdydr = / / / (p? sen’p cos B senf) - p? sengdpdfdep = \[155
0 0 0

2 +y

NS

or  ox N

Exercicio 23  a) O Jacobiano é O, y) = det <% g ) = det (5 31) =16
u —Z
ou

50 1
0 o) o)
(. y, ) % G P /v —u/v? 0
b) O Jacobiano é ————= = det [ §¢ 2 g—y = det 0 Jw —v/w?] =0
(U,U,U} ’g Tz] 815 _ 2 0 1
g g £ w/u Ju

Exercicio 24  a) Jacobiano: J = det <? ;) =3.

Integrando: x — 3y = (2u +v) — 3(u + 2v) = —u — bv.

//R(x—By)dA:/Ol/olu(—u_5v).3dvdu:_3

b) Jacobiano: J = det <§ g) = 6.

O integrando: x* = (2u)? = 4u?.

2m 1
// 22dA = 24 // wldudv = 24/ / (rcos6)? - rdrdf = 6
R uZ+v2<1 0 0

Exercicio 25 a) Com a transformacdo, o elipsoide se torna (au)?/a?+ (bv)? /b + (cw)?/c? = 1 =
u? + 12+ w? =1, que € a esfera unitdria no espago uvw.

O Jacobiano da transformacdo ¢ J = abc.

/// dV = /// abe dudvdw = é7rabc.
E B 3

b) Usando a formula do item (a) com a = 6378,b = 6378, c = 6356

Exercicio 26 // 2ydA / /

V =~ 1.08321 x 10'? km?

—|dudv = 254 In 2.




